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CHAPITRE I

APPUIS ET FONDATIONS'

NOTIONS DE BASE

1- APPUIS ET FONDATIONS - DEFINITIONS

Les appuis sont les éléments d'une structure destinés à

transmettre les charges appliquées au terrain sur lequel elle repose*

Ce sont, par exemple* les piles ou les culées d'un pont, les poteaux ou

les murs-porteurs d'un bâtiment*
3

La fondation est la partie de l'appui en contact direct
• '. ;» •

*4

avec le sol*

L'étude des fondations revêt deux aspects complémentaires

qui sont t

- l'analyse des contraintes au contact entre la fondation et le sol,

c'est-à-dire la détermination de la force portante de la fondation*

Ceci revient à vérifier que les charges appliquées à la fondation»

multipliées par un certain coefficient de sécurité, ne provoquent

pas la rupture d'ensemble du terrain*

- 1*analyse des déplacements du soi, c'est-à-dire l'estimation de la

déformabilité de la fondation qui doit demeurer compatible avec la

rigidité de la structure*

Ces deux aspects ne sont d'ailleurs pas indépendants»

En effet, dans le calcul d'une structure on doit tenir compte de la

déformabilité des appuis» que ceux-ci soient solidaires mécaniquement



de la structure et participent à sa flexion (portiques) ou qu'ils en

soient indépendants (poutres continues)f leurs déformations n'inter-

venant alors que dans la répartition des efforts verticaux (et parfois

horizontaux) appliqués à l'ouvrage*

On ne s'intéresse trop souvent qu'au déplacement verti-

cal de la fondation, appelé tassement^ alors que la rotation et le

déplaçaient horizontal interviennent également de façon notable dans

la déformabilité des appuis et par conséquent dans la détermination

des efforts qui leur sont transmis.

L'effet des tassements est surtout prépondérant dans
sr

les structures hyperstatiques très rigides qui sont sensibles aux

dénivellations relatives des appuis* Mais il serait inexact.de négliger

la rotation des fondations massives et profondes, du type colonne ou

caissea. ainsi que le déplacement horizontal des fondations sur pieux

ou sur puits*

Dans certains cas d'ailleurs* le dijtensionnen»ait d'une

fondation peut être limité par sa déformabilité et non par sa portance*

Mous citerons comme exemple les colonnes de fondation des pylônes du

pont de Brotonne dont les dimensions auraient pu être réduites si l'on

n'avait pas craint d'augmenter la souplesse de l'appui et les mouve-

ments qui en auraient résulté au niveau du tablier*
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Nous utiliserons dans la suit* des notations suivantes

pour définir, les caractéristiques géométrique* d'une fondation ;' ' .

D I profondeur de la base de la fondation au dessous de la surface libre

du terrain environnant ou encastrenent de la fondation»

B f plus petite dimension transversale de la surface d'appui (largeur
de la fondation)

L i autre dimension transversale de la surface d'appui (longueur de la
fondation ) L > B

A t aire de la surface d'appui

p * »ari«fetre de la surface d'appui

*» * rayon «oyen de la fondation, rapport de la surface au périmètre
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Section d'appui

////.

Si L
rectanulaire

BL
2 ( B

B

carre*

"-•I

B*2R
circulaire

3- KOTIOTS DE CHARGES ADMISSIBLES ET PS CHAEGS3 LIMITES. CRITERES PB

(POSTAKOS) ET PB TASSEMEKT (PEFOEKABILITE)

Considérons une fondation quelconque plus ou moins

enterrée dans un sol homogène et appliquons lui une charge croissante 0«

Sous l'effet de Q la fondation tasse* Au début les tassements sont

approximativement propor ti onnel s aux charges* puis à partir d'une cer-

taine valeur de 0, la courbe de chargement s'incurve rapidement jus-

qu'à donner des enfoncements très importants pour des variations de

charge très faibles t 0 tend alors vers une valeur limite appelée

charge liai te ou charge de rupture . . Elle est désigné* par Qi

ou qi selon qu'il s'agit d'efforts totaux ou unitaires»
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En général, on fait travailler les fondations, éléments

relativement rigides, et qui ont eux-mêmes à supporter une superstruc-

ture plus ou moins rigide, dans la première zone de la courbe de charge-

ment approximativement linéaire ( oa ), pour laquelle les tassements

restent assez faibles, en tout cas contrôlables et à peu près réversibles*

Le coefficient de réduction i apporter en service A la

charge de rupture est désigné par £j on l'appelle communément coefficient

de sécurité. Ce coefficient est généralement égal à j, (sauf pour le terme

de frottement latéral des pieux pour lequel il est égal a 2 )*

- • « • ï i
5 • E

Tassement
W

La charge de fluage Qf marque le seuil des tassements

croissant rapidement. On lui applique des coefficients de sécurité plus

faibles (1,25 à 1,6).

On appelle charge admissible Qa le quotient de la charge

de rupture par le coefficient de sécurité* La charge admissible est 1*

charge qu'on s'impose de ne pas dépasser en service*
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LA condition précédente constitue le critère de poinçonnceent ou portance»

On obtient donc ainsi une première limitation de la charge

de service de la fondation* Une deuxième est constituée par le critère

de tassement ou da déformabilité*

On se fixe la valeur du tassement admissible de la fonda-

tion* La difficulté vient de ce qu'une superstructure est généralement

plus sensible aux tassements différentiels de ses différents éléments de

fondation qu'aux tassements absolus et que la relation entre ces deux

sortes de tassements est souvent imprécise*

Ql
On vérifie ensuite que la charge 0» » -jr ne donne pas

de tassement supérieur a ce tassement admissible* S'il n'en est pas

ainsi on limite la valeur de 0 à une valeur inférieure à Qa*

Pour les fondations de faible largeur (semelles, pieux)*

le critère le plus important est le critère de poinçonnement* C'est même

le seul applicable aux pieux pris isolément*

Pour les fondations de très grande largeur (radiers)i le

critère de tasse»ait est prépondérant* II concerne également les groupes

de pieux* On notera que la charge de rupture, et par conséquent la force

portante, ne sont pas des propriétés intrinsèques du soit elles sont

fonction des caractéristiques du système formé d'une fondation et de

son sol d'appui*
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CLASSIFICATICH DES FOWEA7IOK5 - CBITIQUE - FOHPATIOire

FICIELLSS ET rOÎCATIOyS 7ROFCKPCS - «DH2KCLATOgZ DES PRINCIPALES

Considérons une fondation faibleaent encastrée dans le

terrain environnant* Lorsque la charge appliquée à la fondation varie

jusqu'à sa valeur limite, on peut observer que la rupture s 'accompagne

de déformations impartantes de la surface du sol (gmflemsnt et bourre-

lets de part et d'autre de la fondation) • On dit qu'il s* agit d'une

fondation superficielle* La charge liai te 01 augmente à peu près pro-

portionnellement à la profondeur D ,

Au-delà d'une certaine profondeur hç dite profondeur

eritiquet la rupture est due essentiellement à un refoulement du sol

dans la nasse» sans que la surface en soit affectée* On dit alors qu'il

s'agit d'un micanisae de fondation profonde*

On n'observe plus d'augmentation sensible de la charge

liai te Ol avec la profondeur*

Fondation superficielle Fondation profonde

Profondeur critique : hc



On voit que dans le cas d'usé fondation profonde la

résistance due au frottement du sol le long du fût, au frottement

t vient s'ajouter à la résistance due au poinçonnement de la base,

alors que ce terne est faible et général enent négligé dans le cas des

fondations superficielles* Le phénomène de frottenent latéral est fort

différent du phénomène de poinçonnement t il s'agit essentiellement d'un

elsaillgnent simple d'anneaux de sol concentriques et les caracté-

ristiques de résistance de l'anneau situé immédiatement au contact du

fût -qui est le plus sollicité - sont déterminantes»

On peut donc classer les fondationSf

suivant le mécanisme du transfert

de la charge appliquée au sol

d'appui, en ' - :

- fondations superficielles» dont

la charge est entièrement reportée

au sol par pression sous la base,

sans intervention des frottements

latéraux (ou quand leur interven-

tion est négligeable),

- fondations profondes» dont la charge est reportée au sol par pression

sous la base et frottement sur le fût*

La distinction entre fondations superficielles (D • 0)

ou semi-enterr^es (D & 0) parait inutile, car il n'existe guère de

seaelles absolument superficielles* En pratique, une fondation peut être

considérée comte superficielle quand sa profondeur n'excède pas quatre

fois sa largeur
D < 4 B
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En fait, quand le sol est inaffouillable et présente

des caractéristiques mécaniques suffisantesf on peut tenir coopte des

frottements latéraux uème si la profondeur de la fondation est infé-

rieure À sa largeur (D < B),

Une fondation est généralement située a une profondeur

supérieure À celle du gel normal, appelée garde au gel, qui est comprise

en France entre 0,5 «• et 1 su Elle peut atteindre 1,5 » en hante alti-

tude»

On néglige enfin habituellement les couches superfi-

cielles du sol, appelées mort-terrain, dans la détermination de la por-

tance et de la défoneabilité de la fondation.

Fondation superficielle Fondations profonde»

t t t t t î t t
B

l/v

% faible0

D < 4 B
f t t t t t t f

B

J> «levt
B

t t
ttt

Panai les fondations profondes , on distingue aussi parfois entre t

* fondations profondes massives comme les caissons ou les colonnesf

- fondations profondes discontinues, comme les systèmes de pieux*
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Les fondations superficielles, quant a elles* se compo-

sent de semelles et de radiers»

Les seraslles sont de dimensions limitées» Si elles ont

la forme de dalles rectangulaires» carrées ou circulaires» elles consti-

tuent alors des semelles isolées» Si elles ont une grande longueur L

(L > 5B) ce sont des semelles filantes (supportant un mur ou une paroi).

Les radiers ont des dimensions notables aussi bien en

largeur qu'en longueur» Ils s'imposent s

- si la résistance du sol est faible

• si les ouvrages transmettent des charges importantes conduisant à

des semelles dont la surface est voisine de la moitié de la construc-

tion»

Ils sont parfois nécessaires pour constituer un fond»

étanche ou non» à la construction (réservoirs» sous-sol de bâtiment,

par exemple)» Ils peuvent alors être fondés sur pieux et relèvent»

dans ce cas» des fondations profondes»

Nous donnons à la page suivante un tableau schématique

des principaux types de fondations»
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X.lt

(D

FOHDATIOÎfS

SUPERFICIELLES

• Semelles superficielles D » 0

. Semelles sëmi-caterrées D * 0

• Radier

FONDATIONS

PROFONDES

• Caissons posés

• Caissons hâves à l'air libre
on dans l'eau

• Caissons foncés à l'air'
comprimé

• Massif de fondation à l'intérieur
d'une enceinte de palplanches

• Colonne massive à l'intérieur
d'une enceinte de palplaaches ou
d'une paroi moulée

• Puits ou parois moulées dans le
sol* Barrettes, croix

• Puits marocains exécutés à la
main à l'air libre

• Pieux battus ou forés de petits
diamètres, inclinés et verticaux

WpUnctit»

: _ Ptfoi mouife

D
Q
H
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Le schéma ds calcul d'une fondation est résumé ci-après i

D E F O R M A B I L I T E DES FONDATIONS

N

• i
iy

S.u.w

) O E F O R M A B I L t T E DES APPUIS

_ I
© CALCUL DE LA STRUCTURE

I

Charges verticales
Charges horizontales

_ Effets thermohygrométriques

(Z) EFFORTS APPLIQUES AUX APPUIS

EFFORTS APPLIQUES AUX FONDATIONS

H,H,N

.."

P O R T A N C E DE LA F O N D A T I O N DEFORMATIONS DE LA FONDATION

' Vis à vis de H

L_
Visa vis de ( N , C ) N w i9 1"

. _ Tassements Basculement Déplacement -i i i •
Stabilité au glissement1 Méthodes Méthodes ' absolus horitont»!

[frottement : théoriques analogiques différentiels 1
< butée i | | pressions sur le sol
I flexion C , 0 > Essai Essai pénétrométrique P « K M U

Ne.rfq pressiométrique SPT
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CHAPITZS II

î5 £25

1- PSTOBUglLira HJ SOL

La déformabilité da soi intervient à deux stades d« 1* étude

des fondations»

Dans un premier temps, il est nécessaire de déterminer la

fléforiiabilité des fondations et des appuis avant de procéder M calcul

de la structure* A ce stade, il est souhaitable d'assimiler le sol à un

milieu élastique afin que son comportement soit homogène arec celui du

matériau dans lequel est construite la structure, auquel en applique

généralement les lois de l'élasticité. La méthode la plus couramment

utilisée r crient A assimiler le sol à un liquide dense» c'est-à-dire

à admettre en tout point de contact avec la fondation, la proportion-
i

nalité entre les pressions et les déplacements* Cette méthode, due a • :

Yestergaard , est assurément grossière mais suffisante pour calculer

les efforts appliqués à la fondation*

Dans une seconde étape, il faut estimer les déformations des

fondations sous les charges de service, afin de s'assurer que ces défor-

mations sont compatibles avec la rigidité de la structure et n' entraînent

pas des pressions sur le sol supérieures a celles qu'il peut tolérer ea

raison de ses caractéristiques mécaniques* A défaut de méthode plus

élaborée, 1* hypothèse deVcstergaard est encore utilisée pour le calcul

des déformations des fondations profondes, qu'elles soient massives ou

discontinues* ''
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On érite toutefois de l'explorer pour la détermination des

déf grMticns, verticales des fondât! ois ou taasqBeiits» Cas derniers dépen-

dent es effet non seulement des pressions de contact entre la face infé-

rieure de la fondation et le sol, suis aussi de la distribution des

pressions effectives au sein du sassif de.- terrain sous-jacent*.

L'évaluation des tassements se fait donc en assimilant le

terrain à une superposition de ecueh est élfaxai taures* caractérisée» chacane

par un Module oedwétrique et soumises 4 des pressions verticales obtenues

à partir de la répartition de Boussinesq»

Sous nous li«iterens dans la suite à la détersdnation de

1* déformabilitè des fondations, l'estiaation des tassements faisant

l'objet d'«a chapitre ultérieur*

3- lAIPSra P'UIT SOL PS KETOATICff, HYPCTHESS PS VESTSMAASD, MOIOLB PB

On appelle gtcdule de réy.cticn ou coefficient de raideur

(ou coefficient dé ball&3t)t la rapport de la pression de contact p en

«a point de l'interface de la fondation et du sol avec le déplacement

correspondant ¥, soit t

p • rs v

La méthode de Vestergaard est basée sur l'hypothèse qu'en

tout point de contact entre le sol et la fondation les déplacements sont

proportionnels à la pression, c'est-à-dire que 1̂  est constant»

Le coefficient I, a les dinensiona d'un poids spécifique et

s'exprine en général en kg/cm} ou en t/n3 (ou bar/o»)

1 kg/033 • 103 t/n3

L'hypothèse de Vestergaard serait exacte si le sol pouvait

8tre assixilé à uns «érie de ressorts indépendjata accolés» En fait, il

n'en est rien, parce que le tassement en un point est provoqué, non
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settleaent par les charges directes» nais encore far les charges agis-

sant ça voisinage.

D'autre part, les sols n'ont un comportement d'apparence

élastique que dans un domaine limité*

Cette notion est cependant applicable pour l'étude «a ser-

vie* de l'action réciproque d'un sol et de la structure qui le charge,

puisqu'on est assez loin des charges de rupture (la méthode de Vestergajrd

est applicable si la pression de contact demeure inférieure a la moitié

de la contrainte de rupture i p ^ — )» à condition que la râleur du

coefficient I« tienne compte de» dimensions réelles de la surface de

contact* On définit ainsi deruç coefficients de raideur i

- l'un pour une semelle étalon de dimension constante, soit un carré de

0,30 » (un pied) de côté; on le désigne par I sf, c'est un coefficient

unitaire ne dépendant que du sol»

- l'autre calculé pour chaque dimension de semelle & partir de

On le désigne par I,. Il dépend à la fois du sol et de la fondation* ,

Dans le cas d'une fondation prof onde t on distinguera deux

modules de réaction t le module de réaction verticale Iv du terrain

situé sous la base de la fondation (IY " Ks) et le module de réaction

horizontal!; Ig du terrain entourant la fondation qui peut prendre plu-

sieurs valeurs selon la nature des horizons traversés*

La valeur du nodule de réaction du sol peut ître obtenue soit

à partir d'un essai d* charg?.T.*nt (essais de plaque ), soit à partir

d'essais
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3- YALEUS3 OSUSLLSS PS Igt - VASIATIOH3 DU MODOLS PS ESACTIGK AVEC LA

FS LA Ff^

3*1- Valeurs luuelles de Is1

A défaut de données expérimentales réelles» on peut utiliser

des valeurs moyennes proposées par Terzaghi, Elles sent liée», pour Its

sables» à la densité sèche et, pour les argiles, à la résistance à la

compression simple*

Sels sana cohésion - s abl e a

Consista

densité sèche t,

X v,
lT **rn /r~*,1. *>_ j Jty/ c«j

xnce du sable

'•0

sable sec eu huai do

sable noyé

Lâche

1,3

1,3 M

(1,9)

0,8

Moyenne

t
^1» -

*' fi'l
(9,6)

2,5

dans*

1.»

1« |9Jb

( 3*

10
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Sol» cahérert* - argiles

.

Consistance de l'argile
.

lés i» tance à la cœpressiea kg/cx2

0 */«

laide

1 à 2

1*3 à 3.9

Très raide

2 à 4

3.) à 7

Bar»

>4

>7

3»2- V»ri*tioa év coefficient de raideur arec la di»engt«n 4g la fondât!*-»
(semelles)

- Sols sang cohésion - gablea

I, ne dépend pratique»» t que de la largeur B de la seaelle*

Zl est derme par l

r ( » + 0*30 )2

» " ^1 ( 2 B ) (B ea mètres)

Cette /ennuie est dae l Tertaghi. Des essais récents

effectués aux E«U. ont suaitré que le dénoainatear 23 devrait être remplacé

par 2,5 B (Feraule de Lacroix)*

- Sois cohérents

£s dépend à la fois de la largeur B et de la longueur L de la scntelle*

Zl est donné par t
B

),30 2 » L
B 3 (B en mètres)

a ayant les valeurs ci-dessous en fonction de r t

Br 1 0,57 0,50 0,33 0,25 0,20 0,10

1 0,89 0,83 0,78 0,75 0,73 0,70 0,67

Pour une .semelle filante a • 0,67

Ig ' B



4- DSTsggyAr:oN pcs MODULES PS y PP SOL A PARTIE D« ESSAIS

(on pourra se référer aux docuocnts M£3U£D i Normes pressioaétriques,

Kotice spéciale K" 2)

4»1- Module de réuctien rerticale Iy

On adoptera la relation ci-dessous préposée p*r MCHAJED,

déduite directement des formules de tassements pressionétriques*

9 E

a B 1.3

eu i a désigna le c^ffieignt de strveture du sol

B0 la largeur d'un mnssif de référence (en général 30 c» pour

1*essai pressiométrique standard)

B la largeur du massif réel

•0 le coefficient de Poisson ( N> « 1/3 )

X et X des cnsfficients de fome (dcnaines isotropiques et

Le tableau ci-dessous donne les valeurs & prendre pour

le coefficient a I

Type

surconscî-is eu
très sc'i-é

normzi'or-.înt
ccnso.'rd.* eu

sousccnso:.cs
altc'é cl rs-a-> c
OU tact.?

Tco-bc

a

_

1

Argue

y=i
>î6

9.:5

7.9

*

1

2/,

V?

L r-,cn

L'f;

3 «.;

5. S

a

2/3

/2

'/?

Ssb.c

r->'

>12

7.1Z

5.7

a

'/?

!/_

'A

''arï^ïr'

""''F'
>!C

«• >.o~i. -j

*
1/3

Vi

Type

très peu fracturé

normal

•

très fracturf

très attc-é

Roche

a

2/3

Vz

,/

V,



Le* coefficients A «t X* dépendent des dimension»

B et L de la fondation et sont tirés de 1' abaque de la page suivante»

4.2* Module de réaction hori «entai Ig

Dans le cas d'un sol honooene, le nodule de réaction

horizontal Ig est donné par la relation t

6 E

OCB + (1 «• ») B. (2,7 )

(et Abaque dans le cas d'un pieu) (p*9« 11*9)

arec les misas notations que précédement»

Le problème se pose seuveat de savoir si le module

de réaction horizontal Ig doit être considéré eonae constant sur la haa*

teur du terrain «« croissant linéairement avec la profondeur*

Le second schéaa convient surtout pour les soit

pulvérulents» ainsi que pour les linons et tourbes normal entent conso-

lidés» Au contraire, pour les sols eohérentst le schéma d'un module
i

constant est plus réaliste»

Sols cohérmts Sols pulvérulents

rr/r fffrlffrf



iiimuiiiui ue ./v «sr /\

Xet V

( B =; Largeur d'une semelle)

( L = Longueur d' une semelle )



100
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ftemblei-a
• terrain)

Dans le eas d'une fondatien profonde traversant des

une Indiqué

tre.

horizons différents* on considère un schéna multicouches
0

"~ ei

enc/ennas

Cs/calre

ht

ha

^
sehéaa «ulticeuche»

Les valeurs de Kg obtenues par la relation précédente

doivent être corrigées dans certains cas particuliers I

• Si le pieu est isolé, sans itre coiffé en tite

par une usuelle, le coefficient Kg sera réduit

dans le rapport suivant O variant avec la

profondeur» sur la hauteur £9

'•*<'* fc>
lp • B pour les sols cohérents

Z Zo • 2B pour les sols pulvérulents

Si la teneur en eau du terrain peut varier dans de fortes proportions,

le coefficient de structure du sol ce retenu sera celui correspondant

& la plus faible valeur envisageable pour le rapport ~r • Oa conçoit

e

Zo

&KH KH

en effet qu'un» vase n'a pas la »&&e réaction horicoatale si elle est

saturée en eau ou si elle ne l'est pas»

Si le pieu appartient a un groupe, la valeur de IH peut itre réduite

si l«s pieux sont proches les uns des autres*
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Le coefficient de réduction £ «et s

•AS du ^
ipJ4C*m*nà

V

-(

-f

B ' f

î)- -(̂  i- ^, . Ot2j «i e • 3 ̂  eu 3B

, ; S ' « 1 »i « • 8 X «» ^
J^ "V7

0,23 0,40 0,53 0,70 0,85 1

3 4 3 6 7 >8

L'entraxe •* dans la direction perpendiculaire au

déplacement ne seoble pas avoir d*influence tant qu'il est supérieur

* 2,5 f.

- Dans le cas où les charges appliquées sent permanent es i

OH utilisera des valeurs de Xg «oitié de celles calculées.

5- LIKITSS P'ÏÏYIUSATIOy PE L'BYPOTOSSS PB VESTESCAAg) •

CCBTaAJBTES SOUS UKE

Ojuelle est la répartition des pressions d<> ccntaet sous

une fondation, c' est-a-dire des contraintes réelles que la fondation

exerce sur le sel ? Cette répartition dépend de la rigidité relative

de la semelle et du sol*

Si la semelle est flexible» elle épeuse les déformations

du sol sans oodifier la distribution des charges* Si la distribution est

uniforme, en aura le schéma suivant, selon la nature du sel i

* valeurs préposées par Devisson
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Semelle flexible

Mil

Argil. Sable

Si au contraire la semelle est rigide, e'est-4-dire

indéformable par rapport au sol, elle lui impose une dtfonoation

constante sur toute la surface de charge et la distribution des pres-

sions de contact n'est pas uniforae.

Bans le cas d'un sol idéal parfaitement élastique*

Boussinesq a déterminé la répartition théorique de cette pression sous

une senelle rigide circulaire chargée uniformément» La pression de

contact est égale a la stoitié de la pression moyenne au centre de la

plaque et est infinie sur les borda,
Scraellft rigide circulaire

(Boussinesq )

oo

wui(umi

~f— \—\

*"*
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Dans un sel réel, la répartition ut différante «élan qu«

le sol est cohérent «a pulvérulent»

Si le «ol sst cohérent, 1* répartition est très vmisine

de la répartition théorique ci-dessus» Bien que la terrain a« Mit pas

chargé sur les bords, les cm train tes y sont cependant élevées»

8«ntelle rigide

UllJUll

Contrainte
sot plastifié

«I
f JS(

i l i l l l i

0,7 q m

-— C|m

sol cohérent aol pulvérulent

Dans le cas d'un sol pulvérulent̂  la répartitien est

tout à fait différente» e* qui prouve que le eooportoncnt d'un toi maté-

riau n'a rien d'élastique.

Sur les bords de la semelle, la pression de contact est

très faible puisque la contrainte sur une facette verticale est pratique-

ment nulle et que 1* résistance au cisaillement est due au seul frotte-

ment interne*

Dans la réalité, la fondation est plus ou moins flexible

et on se trouve dans un cas intermédiaire t la distribution de la pres-

sion de contact n'est pas uniforme, mais elle n'a pas non plus une allure

aussi marquée que dans le cas d'une fondation très rigide. La répartition

observée s'adapte à la fois aux caractéristiques de la fondation et du

terrain pour que les déformations verticales de l'une soient identiques

aux tassements de l'autre* C'est cette interaction da sol et de la fondation

qui rend l'étude de la pression de contact si difficile»
•A
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On voit donc que l'hypothèse de Vestergaard est loin de

traduire la défornabilité réelle du sol*

Elle s'applique cependant de façon satisfaisante aux

fondations profondes passives (donc rigides) ou discontinues»

Quand la fondation est infiniment rigide (caisson ou

colonne de grandes distensions )» elle ne peut se déforner et est simple-

ment sujette i un déplacement d'ensemble» Le déplacement en un point

est donc une fonction linéaire de 1*abscisse de ce point et il en va

de mime pour la pression de contact qui lui est proportionnelle»

Hous verrons que l'intensité du coefficient de raideur

ae joue aucun rôle (seul intervient le rapport M » r- )t **i* il

faut néanmoins postuler 1*existence de ce coefficient avec l'approxima-

tion que cela comporte»

Dans le cas des fondations profondes discontinues» c'est-

à dire des pieux, la théorie de Vestergaard donne d'assez bons résultats

pour le calcul des efforts dans la fondation»

Certains auteurs, Terxaghi, en particulier, évitent de

donner le nom de pression de contact 4 la contrainte calculée de cette

manière et préfèrent l'appeler réaction du sol» pour bien mettre en

évidence qu'elle peut différer de façon notable de la pression de

contact réelle»
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6- coEmcrnrrs es DSTOEUBIUTE P»UK APPUI ET PB SA

La déforaabilité d'un appui se traduit par les équations

linéaires reliant les déplacements en ttte de l'appui aux «/forts qui

lui sont appliqués* Elle est caractérisée par la matrice de souplesse

de l'appui»

i»1- Matrice de souplesse eu d'élasticité d'un appui

6.11- Considérons d*abord «a élément

rectiliane» d« fibre Moyenne ijf

F(T.X.Y)

J(O.u.W)

d'inertie Z et de section S»

faisant partie d'une structure

hyperstatique plane et dont

l'appui i est supposé fixe dans

le plan de la structure (encas-

traient}

Les coordonnées (x, y) d'un point de la fibre moyenne»

I et S sont des fonctions de 1'abscisse s de la fibre Moyenne comptée à

partir de l'appui i«

Appliquons en j à l'éléaent un système de forces F dont

les éléments de réduction par rapport aux axes Oxy sont un moment résul-

tant P par rapport à 0 et une résultante générale de composantes X et Y

suivant ox et oy.

Le moment fléchissant M, l'effort normal H et l'effort

tranchant T en un point P (x y) de la fibre moyenne ont pour valeurs (<f

désignant l'angle que fait l'élément ij avec l'axe ox )»

M - F + y% - xY

H • - cos 'p X - s in tf Y

T • sin if X - cos if Y «
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L'extrémité J de l'élément subit un déplacement D de

composantes (0, u, v ). En négligeant les déformations dues 4 l'effort

tranchant, les formules de Bresse donnent alors t

K da

m •

Hx ds (v
-- JÊS

s in ds

Si n«ua remplaçons M, T , H par leurs râleurs, BOUS

obtenons les relations suirantes t

0 « Su I + S|2 X + $13 Y

u " $2t P * 822 X + 823 Y

V • 831 T + 832 * + 833 Y

qui s'écrivent en représentation matricielle t

D « I?

La matrice carrée Z est la matrice de souplesse (ou

d'élasticité) de l'éléncnt* Elle est symétrique - ce qui résulte du

théorème de réciprocité de Maxwell - ot ses coefficients sont égaux à t

f d»
J ET

Si3

$22

S23

S33

e331
(

-J

43
ES

r x? ds A /
- J -SÎ~ 4 J

* I
co;. -o ds

j_in2 (o d
ES
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de rigidité.

AVSC

L'inverse de la «atrice de souplesse est la «atrice

Si l'élément ij, de longueur 1, est

orienté suivant l'axe ey, l'origine

0 étant confondue avec l'extrémité j,

en a i
J

L

1

sn '

y.
Y,
^~
0
J X «

i

ç
; . •

S11 S Î2 °

S21 S22 0

0 0 8

f *L
' K S

. 0

«t t

S^3 • 0 873 • 0

La natrice de souplesse de l'élément

se réduit alors à \

33

ydy
22 \y2 dyEl

S33 -f ES

Les 4 coefficients S^, S^t S22 ** 833 sont les coeffi-

cients de .souplesse ou de déforme bilité de l'élément» On les appelle S

ou Sj t souplesse de rotation

S2a ou 87 s souplesse de translatieai (ou souplesse horitontale)

S 12 ou STS > s.oupl esse eroi îée (ou de translation - rotation)

833 ou Sy t souplesse yertieala
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Ces coefficients peuvent s'exprimer en fonction des

coefficients de forme a, b, c de l'élément i

82 '11 • a + 2 b + e

sr

512

S22

- - 1

Les déplacements Ov u, V, sous l'effet des efforts

g N

|?.>
fr ' P

777
0

M

^ Hce.u.w)

rrT?

appliqués M, B et I, de 1* extrémité P d'un élément

rectiligne vertical OP, dont la base 0 est fixe,

sont donc donnés (avec les conventions de signes

ci-contre) par t

0 » Sj M + STJ H

u • 872 M + ST H
v « Sy N

Les équations précédentes représentent les équations de
i

déformabilité de l'élément* Les deux premières équations traduisent la

défornabilité de l'élément sous les efforts H et H, alors que la troi-

sième équation est relative à sa défornabilité verticale sous l'effet de

a,

6.2- Calcul des coefficients de déformabilité d'un appui

Un appui (pilet poteau, etc.».) se compose essentielle*

ment de trois élénw.ts i

- une fondation (s«malles, pieux, caissons, etc...)

~ 1« corps de l'appui

- éventuelleraent des appareils d'appui

•A,



II,

Pile de Fbnt

M

H

Les déplacements ea tête de l'appi

s'obtiennent par superposition de

déplacements relatifs i chaque

élément.

Supposons connues» A un nireau

donné p« les déformation* 0% u'f

de l'appui dues aux éléments situé

au dessous de P' sous l'effet de

M», H1 , H* appliqués en ce point*
«

II est facile d'en déduire les

défornations 0, uf v an niveau P

situé à la distance Z de P* sous

l'effet des efforts K, H, H appli-

qués A ce niveau i

Les équations de déforaabilité

en P' s'écrivent i

0' • S8« M1 4 STR« H'

u' • STjt M' 4 ST» H«

V - Sy, H»

La compatibilité des défornâtions et l'équilibre des

efforts donnent t

K' « M * HZ K' « H H» - V

0 • 0* u • u' 4 OZ V » V

D'où t
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Mit I1

JH £"H

/
•u
5 Sg^ M

, <r

0 » Sg« M 4 (Sj( Z 4 Sygi) H

u • oz 4 STR' H * STS* ZH 4 57* H

u * (sg*z 4 SXK») M 4 (sg* z 4 2 s^gt z 4

V - Syi H

Sg » Sgi

STS * SÇX* 4 SRI Z Sy • Sy*

e _ - _ _ „ _2s- « &p« 4- 2 SYR» z 4 sR« z

V^ H

M
-*> Si l'appui eoRporte donc plusieurs
L5

éléments C £ dont les coef f i

, déforaabilité Sgi, STSI* STi
ni

calculés en un point Pi situé

P» tance hi de Gr cent connu* r 1

J j \ de déformabilité de l'ensenbl

sont t

/ -î e ^ o v <k »4 ^ <i. S^Ei * >^ Sgi h£ ; H

• • •
i. . «!, «s.

cients de

et Syif

i la dis-

es équations

e de l'appui

M 4 4 2 hi 4 H

Par conséquent» à partir des valeurs des coefficients de

défomabilité dé la fondation (sa/, S ,̂ ST/, Syf en Of), du corps

d'appui (Sjp, Sjsp, STPI Syp en Op ) et des appareils d'appui

(SRn, STJU, STD» Syn en OQ) on peut obtenir les équations de défonu-

bilité d* l'appui en un point quelconque, par exoaple au niveau G de

la fibre neutre de la structure porté».



6«3- Coefficient» dedéf amabilité du corps de l'egpui

J f l } I (

Les déplacements en Q résultent de la

semé des déplacements pour chaque tran-

che d'épaisseur dz • Les fémules de

Bresse doutent dans ce cas t

dO M + HZ

dV

(z)

où s est le module d'élasticité da

béton et S (z) et X (s) l'aire et

l'inertie de la section de cote Z«

En intégrant les déplaceaants le long du corps de

l'appui, on obtient les valeurs des déformations en Q et les coefficients

de déformabilité sont t

rMl
I <&
Jw
H,

3T1

,*Z

I Z dZ_.
* j SI (*)

Xi.

Z2 dZ dZ

Les râleurs des coefficients de défonubilité, r

au niveau Op sont i

ées

z et
>T2 'T - J fil (Z)

'o

avec h •

Dans le cas d'un appui, de hauteur h, et de section

d'inertie constante i
h

s*" ET
|£_
2EX 3 EX

sv- Es
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Coefficients de déforaabilité des appareils d*appui

Si la structure est liés rigidement à l'appui» les appa-

reils d'appui n'existent pas et les coefficients correspondants sont nuls»

Si la structure est articulée sur l'appui par l'intermé-

diaire d'une articulation constituant un point fixe (par exemple t arti-

culation JTreyasinet) i

lx • 00 S^ » 0 9j • 0 Sy - 0

Si la structure repose sur l'appui par l'intermédiaire

d'appareils d'appuis geai-mobiles en élastcâières frettés, on doit distin-

guer deux cas t

a) L'appui comporte une seule file d'appui3 en nèoprène

Le» coefficients d« défonwbilité

des appuis en nèoprène sont alors

égaux à i

c« •= -c p 63 a4

Sy - C
p CS a*

arec les notations suivantes i

p i nombre d'appuis en néoprène

a, b t dimensions en plan de l'appui en néoprène»
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x

5 » ab surface de l'appui en néeprène

n norabre de feuillets élémentaires

£ épaisseur de néoprene de chaque feuillet
élémentaire

e et c' coefficients de ferme dépendant du
b

rapport —

6 aodule d'élasticité transversal du
néoprène valant 16 kg/ag dans le cas
de chargements instantanés (et 8 k(/oo2
chargênents lents)

'.*
'*

fo

Z.C5 3.37
*•'

'.*>

X* SÏ.2 *./ <*.? 60

Le coefficient 872 est nul car il n'y a ni rotation

de l'appareil d*appui sous l'effet de H, ni déplacement horizontal da

celui-ci sous l'effet de M.

b) L'appui comporte xme double file d'appuis en néoprène

Les coefficients de déforaabi-

lité des appuis en néoprène

sont alors égaux A i
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GS »

2p G8 *

s . -5 22p OS

avec les mômes notations que précédemment, d représentant l'entraxe

des deux files d'appuis en néoprène.

6,5- Coeffieienta de déformabilité des fondations

Le calcul des coefficients de défontabilité des

fondations diffère selon la nature des fondations* Ce calcul fera

l'objet des paragraphes suivants*
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7 - DSTORMABILITS D'CTS SOSLLE

Considérons le cas d'une semelle superficielle» supposée

indéformable, et dont l'inertie de la section d'appui sur le terrain
LB3

de fondatiost est égale à I. (largeur B, longueur L« I. « -TT- )

La déformation verticale du sol
considéré cornac un massif élastique ,
sous la pression p est t

I. représentant le nodule dt réactic
9

du terrain, compte- taxa de la

distension de la seaelle•

Sous l'effet d'un moment M appliqué en 0, la semelle tourne

d'un angle 0* et le déplacement vertical du point A est égal à V. s
A

Il en résulte sur le sol une pression verticale p. i

L'équilibre de la semelle permet d'écrire s

x T s —

La rotation de la semelle est donc égale À s

a-. M
d'où t S,

C'est-à-dire que le sol de fondation équivaut à une hauteur de
Ebbéton égale à i =
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Exemple » Fondation superficielle de 4 x 4 « sur sable sec de densité

moyenne 1,6

B » L m 4 m
2

" 4

- 21,3 «4 °1t2 x21 ,3 3'9 ~ 4

Le sol de fondation équivaut à une hauteur de bétoa égale à i

1,2 x 103 - 3 333 «

8 - DEFCRtftBILITS D'UÎIE P01QATIO» PROFOHD5 MASSIVE (CAISSON. OOLOICTS)

C'est le cas d'une fondation sur caisson, hâve a l'air libre

ou fomcé à l'air comprimé, ou sur une colonne de grandes diaens ions* Le

terrain est supposé non affouillable et suffisamment résistant pour que

l'on puisse prendre en coopte les réactions latérales qu'il développe

sur la fondation*

La largeur B de la fondation est importante vis-à-vis de sa

profondeur D» La fondation est donc considérée comme indéformable et,

sous les sollicitations qui lui sont appliquées, subit un déplacement

d'ensemble*

)8*1 - Fondation pivotant autour du ndliau de sa base (l̂  « C

~ Sols cohérents

On suppose que la fondation tourne

autour du point 0, centre de sa base

d'un angle £ - soient Iy et IL.

les modules de réaction vertical

et horizontal du sol et VA et V£,le^
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déplacements des points A et S* On a

•A- *f '*' «r &f

Mo

Sous l'effet d'un «ornent Mo appliqué

en 0, l'équilibre des forces permet

d'écrire t

B

3 T ~V 12'

En appelant If l'inertie de la section d'appui sur le terrain

de fondation et I1, l'inertie latérale du massif de fondation par rapport
X A

à sa base, il vient t

D'où i et

Si on néglige l'effet des réactions latérales du terrain ,

on retrouve la relation obtenue pour les semelles superficielles*

Si on applique maintenant un couple M et un effort horizontal H

au niveau supérieur de la fondation en 0', les coefficients de défoma-

bilité de la fondation sont les suivants i

f» m H * DH u • 6"D
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STE >

' v ' f + ' H
v r A

ST

Exemple : Caisson fondé dans du sable sec de densité moyenne 1,6

L - B - 6 m

SI

6 x S"
12

D « 1 0 »

(t±̂ a,' - ,.,

108 n4

1.1

10
2 000 m4

D'où :
10-3

1,1 (108 * 2000)
4,3 10'

8*2 - Fondation pivotant autour du milieu de sa base (r,. variant
iir.éair-rr.ent avec la profcndeur) - Sols pulvérulents
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Dans les terrains pulvérulents, il parait plus exact de

considérer que le coefficient de réaction horizontal du sol n'est pas

constant mais varie linéairement avec la profondeur >

(5) . ̂  (Z + D)

v (a) - - 9- z

On a alors t

p(z) - L (a) v (a) - -i^ M (a + D)I -n n v

Les réactions latérales exercées par le terrain ont une

répartition parabolique et leur résultante est égale a t

«- f a ,„(-£)!.. i,,̂

En appelant 1̂  l'inertie latérale du massif de fondation,

il vient t

Sous l'effet d'un moment Mo appliqué en 0, l'équilibre des

forces permet d'écrire i

D'où t

& . !2 et S.. - 1



Exemple :

Ssprenons le ciône exemple que précédecoent

r - I - 1.1 kg/m3 - 1,1 x 103 t/m3

If - 108 I1! « 2 000 Ix - 300

1.1 (500 + 108)

La fondation est environ quatre fois plus déformable que

dans le cas d'xsa nodule de réaction horizontal constant avec la

profondeur*

8.3 - Réduction du moment de flexion avec la profondeur

Le moment de flexion à la base de la fondation, sous 1* effet

des efforts M et H appliqués en tête, est égal à t

MQ « M + DH - Ijj 6".!̂  (ou

La rotation du massif de fondation est :

& m S (M + DH) . M * DH

T T V T 9

II résulte des deux relations précédentes que t

Mo . L_ (M + M)

X f * . î * XYv

En admettant qu'au niveau de la base de la fondation les

coefficients de réaction latérale et horizontale du sol sont égaux

" *v " *sf i3> vient '

MO (M * DH) (ou Ix)
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soit i - si I_ » C avec la profondeur :

-si IL. varie linéairenent avec la profondeur :

"° -rrifF- (H * M)
Les réactions latérales du terrain oat donc pour effet de

réduire le moment fléchissant transmis à la base de la fondation dans

le rapport ..... f — , ne dépendant que de U.» • j ••
If + Al'i (ou Xx) ' *Y

Cette réduction est très importante lorsque la fondation est

réellement profonde» Même dans le second cas, le moins favorable, où

IL varie avec la profondeur, le moment de flexion est réduit de moitié

si la fondation est aussi profonde que large (D • B)« Le coefficient

de réduction atteint approximativement 0«K) si la profondeur de la

fondation est double de sa largeur (et 0,03 si t., « C avec la ,

profondeur)*

On peut en conclure que, pour une fondation rigide, dont la

profondeur est au moins égale au double de sa largeur» le moment de

flexion à sa base est négligeable et que sa portance est conditionnée

essentiellement par la valeur de l'effort normal appliqué»

8.4 - Méthode générale des rotations »

Les calculs effectués aux paragraphes précédents (7,1 - 7*2

7,3) étaient basés sur les hypothèses suivantes :
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« le, massif de fondation pivotait autour du point 0, centre de sa base,

. les réactions du sol pouvaient itre positives (compression) ou

négatives (tractions),

, 1*effort horizontal H était équilibré par les frottements de la

fondation sous sa base* '

On peut également supposer, d'une façon plus homogène, que

les forces appliquées (effort vertical I, moment fléchissant M et

effort horizontal H) sont équilibrés uniquement par les réactions du

terrain qui ne peuvent ttre que des compressions (en négligeant en

quelque sorte la résistance a la traction du sol)* '

Coorae dans les calculs précédents, on néglige également les

réactions de cisaillement sur les faces latérales de la fondation,

par raison de sécurité, bien que celles-ci aient un effet stabilisateur

certain*

Dans ce cas, sous l'effet des sollicitations le massif de

fondation va tourner d'un angle &" autour d'un centre instantané de

M rotation fL • Mais la position de
v U

JTL dépend des sollicitations* Pour

chaque ensemble de forces X, M, E, il
existe une position bien déterminée

du centre instantané de rotation*

II n'est donc pas possible de calculer

les coefficients de défomabilité de 1

fondation, ceux-ci n'étant plus indé-

pendants des efforts appliqués*

*•
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La méthode générale* basée sur ces hypothèses, appelée

méthode des rotations» perret par contre, connaissant les efforts

appliqués a la fondation, de vérifier de façon plus exacte sa

stabilité.

Cette Béthode est ea particulier courannent utilisée pcrur

l'étude des fondations de piles de pont sowises aux chocs des bateamx.

Soient Hf M( H les efforts appliqués a la fondation et Kg

et I les modules de réaction horitontal et vertical du soi* Le cenfre

instantané de rotation /l est repéré par ses coordonnés X et Z ,o o
rapportés aux axes représentés sur la figure .

En appelant VA, Wg et Wp les déplacements AA», EE-* et FF*

Twdes points A, £ et F, et en posant U. « — f on peut écrire i
'

vp - * (» - *0) PP - ift tf(D - z0) - KIV ̂(o - :
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8,4.1 - Résolution du problème dans le cas où s

II vient toutes simplifications faites i

X

I i /<•
- Iv

L (2 Zo - D) D

( (B «. Xo) ( - X0)

d)
(2)

- 3 IJ )

On élimine & f I , L entre les équations 1 et 2. On en

déduit Z en fonction de X_ *o • o

î>

En portant cette valeur dans (3), il vient t

BPosons : X » r - X t on obtient après simplification l'équation

du 3eme degré suivante >

Soit f (X) la fonction représentée par le premier membre de 1* équation*

On a :

f • (X) - 3 X2 * 3 X (2 M î DH - B)

Ses racines sont i X» « 0

X" . B - 2 M 4 DH

<o

Si X " > 0 f ( X * ) « - a x « 3 - K % <0
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Ysf(x) » f M

X" > 0

f (X") <0

X" < 0

f (X-) > ou <0

II y a toujours une racine positive et «ne seule a 1*équation

f (X) « 0. On cherche cette racine par itération, a partir d'unt valeur

de X qui doit être supérieure à X* dans le premier cas et simplement

positive dans le second (La valeur X • B convient dans les deux cas)»

La méthode d'itération revient à confondre la courbe f (X) avec sa

tangente* Elle converge vite»

X. f (Xi - 1)

f« (Xi - 1)

On arrête l'itération lorsque (Xi - Xi - 1) ~3< 10

Si la solution trouvée vérifie la relation X ̂  B, elle

convient* On en déduit les autres inconnues et les valeurs des

pressions sur les différentes faces de la fondation s

H

Xo

•f
Zo

e»

. s _ x2 *

D X2

2 2 r-
2 H

I L X2

V

D
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et les valeurs des pressions sur :

- la face inférieure, artte Avant t I 6* X

- la .face avant» niveau supérieur t Iy &

• la f ac* arrière» niveau iaférienr (ZQ < D) i Zy 0- f*. (D - Z(

(Z - :

8 «4*2 - Eésoluticsi du problème dans le cas où Xo • *

H vient canoë précédemment i

I

H

-. fr Zy L B Z,

6

L (2 Zo - D) D

.3

(1»)

(20

On éliaiae 6" , Zy, l entre les équations (1«) tt (2«)i

on en déduit Zo en fonction de Xo

_ D B Xo
-Xo. 3-

M

En portant dans (3')i il vient s

» / !?_ .
B Xo

D'où i

Xo « -
3 B 2 M + DE

. 1
2II faut que la solution vérifie Xo

On en déduit les autres inconnues et les pressionsfur les

différentes faces du massif*



Valeurs des pressions sur :

- la face inférieure, arête avant s I £ (— - Xo)
B

- la face inférieure, arête arrière t - I & (T + Xo)

- la face avant, niveau supérieur i &K. I 2o

- la face arrière, niveau inférieur (Zo < D) t $f̂ * (D - Zo)

• « « • («o > D) t &̂  rv (zo - D)

Dans le cas crû le terrain de fondation est constitué d'un

«ulticouche, la résolution du système d'équation est plus compliqué

et nécessite l'utilisation d'un ordinateur»

8«5 - Méthode des rotations» Cas d'un massif de fondation cyliadriqm
de section circulaire

Le cas d'une fondation cylindrique» de section circulaire»

conduit à des calculs plus longs» Soit K • -r» le rayon du cercle»

Nous développerons les calcul» uniquement dans l'hypothèse

où :

-f <Xo 40

c'est-à-dire quand la fondation est décomprimée sur sa base» Ce cas

se rencontre en particulier lors de la vérification des piles de pont

soumises au choc des convois fluviaux»

Le cas, correspondant a SL situé dans l'autre région du plaa;

Xo ̂  - B/2, se résout de la même manière»
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pA»Kvd(R-Xo)

Ecrivons l'équilibre du massif de
i

fondation* *

a) équilibre des forces verticales

Soient Cx et Cy les axes de symétrie

principaux de la base de la foadatioj

Un point m du cercle a pour coordonné

x « 1 cos if « Z

y • K sin <f

Soit p la pression sur le sol au

point mt on peut écrire i

p-p.

p . I 0 R (cos f - cos tf0)

On a donc i
ro

H - - 2,

D»où i H ( sin <f (3 - sin

(cos f - cos f0)

sin2 if

3 <fo cos (fQ) (l)

b) éguil̂ ibrg 4es forces horizontales

On af comme en 8,4 «

H - t r 8"R D (2 Zo - D) (2)

équilibre des moments en 0

ry R D (2 D - 3 Zo) /y x p (m) dn dy

II vient J

M - ^
toutes simplifications faites, il vient t

M - -j|v S4 ( 3 *f0 - sin <fo cos <fQ (3 + 2 sin2 <po) ) +^-|̂ v B>2(2D -3 2^

(3)
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d) résolution du prcblèae trois inconnues : Zo, f et

De (2) on tire Zo :

Zo - f «•

qu'on porte dans (3) s

12 M + 6 DH - frl R4 (3 <f - «in <f cos ? (3 + 2 si»2

v

oa élimine enfin ^»*v entre la relation précédente et (l) |

XI vient t

4 M » 2 PH _ R (3 >K> - sin yo cos «po (3_+ 2 sin2 tpo) ) + R2

PO

2 DH

5 sia ?0 (3 - sin2 «f ) - 3 «fo cos «po

Posons t f (fo) « 4-£.±.

On a t

A

A (<pQ) - sin «f0 (3 - sin2 <fQ) - 3 f ft cos
B W ' 3 ?„ - sia tf cos » (3 + 2 sin2

La méthode de résolution est la suivante* Oa calcule f (<f )

et oa cherche par itération la valeur de <f • Oa en déduit t'o

• x o • R cos IP
'O

. ô- 3 N

£ H

"° " 2 * 3 U 8 - X RDy

et les valeurs des pressions sur t

• la face inférieure, arête avant i fr Iy (R - Xo)

• la face avant, niveau supérieur l k £• Iv Zo

• la face arrière, niveau inférieur
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9- DSTDHMABILITE D'UH FIBU ISOLE (OT PUITS OP OOLOTOIE SUPPOSES BOK
RIGIDES)

La théorie de Yestergaard s'applique bien aux fonda-

tions relativement souples, comme les pieux, les puits ou les colonnes

supposés déformables*

Les développements mathématiques de la théorie sont dus

à Yiakler , a Keteny, puis a Lebelle.

On pieu soumis à une force hori-

zontale ou à un couple appliqués

en tête résiste en fléchissant plus

ou moins, selon sa raideur relative

ce qui entraine une réaction laté-

rale du terrain*

A la limite un puits court, soumis

aux mêmes conditions, mobilisera

la réaction latérale du terrain par

un déplacement d'ensemble, comme on l'a vu précédemment* On doit alors

tenir compte des réactions exercées & la base du puits*

II n'en est pas de marne pour les pieux, longs et flexibles,

pour lesquels on peut négliger l'effet des réactions agissant 1 leur base*

Or, la plupart des pieux peuvent être considérés en pratique comme infi-

niment longs*

Considérons un pieu d'axe vertical OZ, supportant une

densité de charge horizontale q (z) et situé dans un sol caractérisé par '

le module de réaction %. Pour équilibrer les charges appliquées, le
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On peut donc écrire t

* V (z )El
aZ2

pieu subit des déplacements ho-

rizontaux V (Z) et le sol déve-

loppe des réactions latérales

p (Z) telles que i

P • IH V

Chaque section du pieu est sou-

mise à un effort unitaire hori-

zontal égal à t

B (q - IH V )

M (Z)
dz T

où M et T sont respectivement le moment fléchissant et l'effort

tranchant dans le pieu, B le module élastique du matériau

constituant le pieu et I le moment d'inertie de sa section

droite. Il vient alors î

d T(Z) d2 Y
d Z d Z • d F

on aboutit donc a. l'équation différentielle du 4è ordre t

EI
m B.

EI

'•̂ ~ Module de réaction Ig constant avec le profondeur

La solution générale de l'équation sans second membre

est de la forme î
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•«, 2 , Z v !<., 2 ., Z \
• e (GJ cos ~ * C2 tiirT" ) * • (en c*8 ~ 4 °* * T~ '

o e e e

arec . \/Y JL1*8

d, c2, c3 et o4 sont des constantes définies par les conditions aux

limites*

10 est appelée longueur élastiquê  du pieu ou longueur de transfert»

Slle dépend des caractéristiques du pieu (l, E, B) Mais aussi de celles

du terrain

Le diagramme de la page attirante permet de déterminer,

dans le cas d'un pieu en béton (B » 290*000 bars) la râleur de 1&

en fonction de IQ et de la largeur B ou / du pieu (section circulaire

su carrée)* On constate que, pour un pieu de ff • 1 •*, la valeur de 1«

est le plus souvent inférieure à 3 m* m£ae pour des IH faibles*

On remarquera aussi qu'une erreur sur la valeur de IB est sans influence

notable sur lo qui varie en fonction de la racine quatrième de y- .
*fl

On établit qu'un pieu peut être considéré de longueur

infinie quand sa profondeur D est supérieure à 3 lo (exactement Tl le)*

On calcule alors facilement les efforts et les déformations dans le pieu

sous un cas de charge donné*

Nous donnons ci-après les formules applicables à un pieu,

de longueur infinie, soumis A une charge horizontale B ou à un moment

M agissant en ttte.



LONGUEUR DE TRANSFERT

l

8
l Valeurs de *c= vf=-£-

•J pour un pieu en bctcn

(E= 250DOObars)

5J.



pieu encastré en tête dans une agnelle riyide et souals a un effort
horizontal H

—

<« h*'1"!;' • ïrrï

<»• f; -- .1» f; ) • - ij» »

T (Z) * H t CM Z/l^ » HA

M (Z) charge de signe poor Z • y lo

- Pieu libre en ttte »ou«i« A \m effort heritontal H

• e a i
H (Z) - H lo t «in Z/10 « ». *

•^Ao
T (Z) » H e ( cos Z/Ï0 - *in Z/lo) • H D

o

La valeur aazinale de M (Z) est atteint* pour Z » y 1̂

K«ax • H 10 e /4 x -« îfc 0,32 R ̂



Pieu sollicité horizontalement . Courbes types

II .4'

EFFORTS EFFCRTS
• UNITAIRES TRANCHiNTS

|C.m) I (I)

DEPLACEMENTS

(mm)
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- pieu libre en tfite t ouais à un «ornent M

B 1

Z/10 _ .
K (Z) - M e " (cos f- + «in 7- ) • M B

AO Ao

.i--

M (z) charge de signe pour Z » *2 lo

Les fonctions \ A - e ~x cos x

B » e " (cos x «f sin x)

C » e " sin x

D « e ""* (cos x - sin x )

apparaissent dans les expressions de V, M et T*

Ces fonctions ont été tabulées par Tiaoshenfco et sont représentées sur

la figure de la page suivante»

On remarque qu'à partir de x « Tl c'est-A-dire de

Z - H lo les valeurs numériques de ces fonctions peuvent être consi-

dérées came nulles à 0,05 prés» La partie du pieu au-delà de la ,

profondeur Tl lo ne participe donc plus à la reprise des efforts» ce qui

justifie que l'on peut considérer de longueur infinie tout pieu dont la

profondeur est supérieure à H lp D^-H lo «v 3 lo

Les coefficients de déformabilité d'un pieu isolé

s'obtiennent en calculant les déformatiens en ttte des pieux sous

l'effet de H et M, On trouve t



ii

F** •«..>f
— -

?

-
3T

•i.

—

Var ation des fonctions

A = e~x cos x

B = <i~* (cosx + sin x)

C = e~* sin x

D = e"x (cos'x -sin x )

** "-» ̂

"̂̂ •-J

^
*" •

-—

—

_ .

.

r
r^ ^——,- "̂

— .• ..

.

5«r
<,

h-̂ -4

—

A

*

. —

_,_ }

—

—

ur
?

• «r* *

"

J ' _

-.^-

... .^

.—1.

"

b

—

_. _ _,___

-'• —

Z/U.,
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STB

B

J»2- Modale de réaction IH rariant linéairement avec la profondeur

On pourra se reporter aux travaux de M.T« DarissA publiés

dans Hiffhvag lesearch Record V* 333»

pi«u« On a s

Soit Ijj la râleur du Module de réaction à la bas* da

II (X) -

L'équation différentielle du 4è ordre permet de définir

une longueur de transfert l*e i

El

Davisson propose de considérer le pieu corne rigide pour D < 2 l*o

et conme flexible pour D > 4 l'o»

Mous donnons ci-contre les abaques de Darisson permet-

tant de déterminer pour un pieu flexible les déplacements V et

les moments fléchissants H le long du pieu*



»-»! ••' «

1

1i\
°i \

J \
s\

\
\

1
i
!
i
|
«i
i

!
i
!
j
!
i
i

1
1
i

MODULE DE REACTION K VARIAT
LINEAIREMENT AVLC LA PROFONDEUR

•5
-o yj

Jt

S "
v>

•

jS \

\.

i

\ • ;
v ;
vS:
i * t* ^i t "

V 3, | t

VO \f

i

h**w
<

ta
T" •t.

•If
B*J
— —

W { -,\ r u f'\ Z J = ^^ n ^»o

Pi 'E

t; = VEID
V K H B

. ̂  / \ i\ it
K, ,17l a . H,,

1. Calcul de la déformée d'un pieu
libre on tê te soumis a un effort
horizontal

3.0 > .i

î?'«nl et et1ori-.at'oo Cj ' . - . • '

2_ Calcul de la déformée d'un pie
en fonct ion.de ses conditions
d'encastrement ( fonct ion F)

F « fonc t i on d'encastrement

F. M

-a»-c.î .44.4; «
^ d» rrenrenl Cj

I i i : '...il: ':!<:

i 1 , , * f "V - !

3- Calcul d<?3 moments dan» un
pieu en fonct ion de ses
cond i t ion d'encastrement .
( fonction F )

* *

M
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10- DErOEMABILITS D'U* CSOPPE PS PIEUX

Le calcul d« la déforaabilité des systèmes de pieux peut

se ramener ai deux schémas simplifiés qui couvrent la quasi-totalité des

cas* Ces schémas sont les suivants s

- fondation sur pieux bi-articulés» c'eat-A-dire chargés suivant leurs axe».

- fondation sur pieux faisant appel aux réactions latérales du terrain*

10»t- Fondation sur pieux bi-articults • . .
•̂̂ ••••̂ •̂••••̂ •̂ •̂̂ •̂ «••••••••••••̂ ••«•••"̂ •̂ •••••«̂ •••̂ S» _ ,t

On suppose que i ' ..

- les pieux sont bi-artieulés et n'exercent par conséquent que des

réaetiena dirigées suivant leurs axes*

- la aeraelle coiffant les têtes des pieux est infiniment rigide

- les pieux se comportent ccnne des éléments élastiques» sous les charges

axiales, c'est-à-dire que leurs défornatiens sent proportionnelles aux

efforts qui leur sont appliqués* v /

La néthode de calcul d'une fondation hyperstatique sur

pieux bi-articulés a été développée par Cour bon.

La fondation est souad.se à un

effort vertical H, à un monent

fléchissant H et à un effort

horizontal H appliqués au centre
i

de gravité 0 de la base de la

semelle* Chaque pieu de section

ç* i, incliné de y ̂ sur la ver-

ticale et situé A la distance

a i du point 0. supporte un

effort normal égal à ni

•A



La résolution du système s*obtient en écrivent t

- les équations d'équilibre

• les équations de défomatien des pieux

— les condition* de coapAtibilité des déf enta tiens exprimant que les
tttes des pieux sont solidaires de la semelle*

li» élasticité de chaque pie» est définie généralement par
• ' •

le coefficient II

en eb tient toi sjsti»e d*éqoatieos linéaires reliiat les efforts

Kt E« IT aux déplncenents de la scxelle Ot «• v« Son inversion penet

dfeb tenir directeauent les équatio&s de déf amabilité de la feadatien*

Les calculs détaillés saat f aurais, en annexe*
• •

Cas yertieuliera

a) système d* rieur idgntJTuei (M « I. ) et ... «yné triquê

Les coefficients de défomabilité de la fondation sont t

c«s

|r £ Ve0*3 ^l

arac A1 - K (** cos3 i £ sin2 i i eus

ferstèna dg pi»ux idontiqttei (ti * t), et riHpiéiyi7ues_ dont tous les

PJCTI.X iaelin^a ceytggarcnt TO un mâ^» point -TL

Les coefficients de défonaabilité de la fondation sont t



'II. V'

'TB

a.
cas 3 i y j

- 9 représentant 1« distance verticale du pointai «a point 0« ' .;

Si le systèsie ne comporte que des pieux inclinés concou-

rant en JT.il ne peut £tre en équilibre que si M et H aoat reliés par

1* relation i '

c)

H - Hg « 0

de ?JCTJX s^-m6triqu*; et verticaux

• V

Le système n'est «table que sous l'effet de X «t de E

on a alorsi

St
ai

10.2- Psr.fotJhon. sur piw.x ao^is aux r_£ action/» latérales du terrain

On siippese qu* t

- les piîvx sent *r.r.»;M:r*â da:is la serealle qui est infiniaent rigide

- les pieux se â6forr.*nt Plastiquèrent sous les charges axiales

- les pieux £l&chis.icRt scus l'effet des réactions latérales du terrain,

caractérisée par soi module ds ni Action
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,i - i •

On désigne par «i, nj,* ti les efforts

en tfite des pieux (notnent fléchissant,

effort nonaul, effort tranchant)*

La résolution du eystéae procéda
• • ' » . ••" t-

précéderaient eh écrirant i -. . ;''
' - * • ** . "* • ' . *• '...*• *

i -':"' » • ',. ' ' ':;' . ' • • > . ' • • •

équations d1équilibre
. . . ....... % ; . .•-.."••^«r:

-les é<-/Afitions de déformation des pie«X . ~
• - * " - , • * i."* • " * • " ' • * ' "*^

Par rapport au système de référence M,, a, p rattaché j i.:'.:

directement a<A pieu» les équations de déferaatian d'un pieu plonfé.%Vo •'. ' ;
• • • - , - . . • • • ••''."...•'. i'

. : • • . . • . . . . . . ^4 V.A;.,.IV|.
dans -un sdliea élastique d« Ecdal* de réaction ts, aont i . . ,:; ;.:\,'>r.:-. •

»i +

ai * A ? .
• i

ni
ces «i»i»

di et ^"i étant respect!verront le diantre du pieu et l'aire de sa

section droite A ^ représente là longueur de transfert des pieux*

1. i Romeant d'inertie de la section du pieu

La résolution au cystérae s'effectue ccccne deas le cas

des pieux bi-nrt.icu.16s. Les calcula détaillait sont dorœés ea annexe*

•A



Ça* particulier - Sygtèae de yieax grmétriqvea e

On AI si tous les pieux sont ifeatiq««s t ( X ^ • A 1̂  • I )

s«

«T«C

i
tt
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PROBLEMES PASTiaJLIEHS LIES A LA

DEFOBMABILITC DES APPUIS

ç - A
. ̂  -
>T ?L- ^

--, v Cx

Afin de simplifier l'écriture, on désignera, dans le présent cha-

pitre, les coefficients de déforaabilité SRf Ŝ  et ST par A» B et C. ;
i

1- PEFOHHABILITE DES FILES (OP POTBAOX) COMPORTAHT UNE SEULS FILS D'APPUIS

Si les piles ne comportent qu'une seule !
i

file d'appuis en néoprène, ceux-ci subis-
i

sent une rotation 0 sous l'effet de M

et un déplacement horizontal u sous

l'effet de H.

Les coefficients de déformabilité des

appuis en néoprène sont alors égaux a i

£ 3

GS

p GS

p représentant le nombre d* appuis en néoprène*

Le coefficient est nul car il n'y a *i rotation de l'appui

sous l'effet de H, ni déplacement horizontal de celui-ci sous l'effet de K«

1,1- Piles comportant des appuis en néoprène disposés en tête

Soient A. B . C les coefficients de
P P P

déformabilité du fût de pile, fondation

comprise, la déformabilité totale de la

pile sera définie par s

B - (Ap * An ) M + Bp H



D'où A »

B .

C .

v1.
B

Ve*

*
V

Par suite de la grande souplesse du caoutchouc," les

coefficient» A et C ont généralement des valeurs élevées, ooaparées

à B et j

-" . B2

• " •'• La pile dont l'élasticité est très importante peut alors
«* :

ttre assimilée à «B appui sisjplo (k co ) aveo une très bonne apprortaa-

tioa.

i Défomabilité d'une pile parfaitement encastrée à sa base

dans le terrain de fondation, comportant

une seule file d'appuis ea néoprene dis-

posés ea tête et supportant une réaction

verticale maximale d'environ 1000 t»

^
/SJV//

3030

2JDO

— Caractéristique* de la pile (inertie

constante ) :

h « 15 »•

I A. - 7,9

Ir- 59

I - 1,9 «4

, Cp . - 590

E i nodule d'élasticité longitudinale

du béton "

Deux appuis en néoprene disposés sur une

file.

Dinensions des appuis en néoprene :

600 i 600 ma, 3 feuillets de (i 2 + 2) i



Ili -

- D4?3?Babilit« des appui • en aéoprène :

a. -£,60 g - - 1 e» - 86,2 S « 0,36 a2 a - 3

p. 2 £ . 1 ,2 x 1 O"2 • 0-160 t/«2 B - 3,9 * 10

S A • S o'
S

E B - 0a

116'7

1220

- W^oraibilité totale da U pile i

SA - 7,9 * 116,7 - 124,6
E3 » 59
EC - 590 +1220 - 1810 . .

Elasticité d« la pile dans l'ôttvr&gQ à no«nds

2 —2
* .E(A. | ) - 1 2 4 , 6 - |%-0 ^123.

Slastlolié de 1« pile tasi ajoprè&« i

De - 0,25 | -"^_

La pr^aecoe d'uao fil* d'appui» en aéoprtae en tlt« d«
la pile a donc pour cffol de la rendre soixante fois plu» «ouple.

Ces aider on» cr^ntosAut un tablier à trois travées oonti-
Buea reposant tmr de*-« rllo<» idântiq-aos à la préowdc&te et constitué
d'une poutro-raic&o:: à inertie variable dent les coefficients ds foras
•ont :

travée
travée de rive ^ )> E

2
4,14

Sb- - 5,95



* •-*•*

III -1

H «44

^ i

Si

«B

|2 a 70 m ^ 3 = 4 4

> .1

V^ ?

V V 27

II

La distance de la fibre «oystnao da

tablier & la faoe supérieure de la pile

est ag&le à 1,72 •

Lee coefficients de dé-fannabilité de

la pile, calculés au niveau de la fibre

BOjrenne du tablier, sont donc :

E l . 124,6

E B - 59 + 124,6 x 1,72 - 27*
K C - ieiO * 124,6 XÎT722 ^ 2 x 59 x1,72 - 2380

Elartiaitl da la pile dan* l'ouvrage à noeud» fixes :

2
Zk

Cherchons les valeurs des aoa«r.ts de flexion transmis
acx piles quand l'une ou l'autre des travées adjacentes sont chargées*
Soient N^ et B les nements de flexion dons 1« tablier, assurés
dana l*sxe dos piles, respectivement odté travée latérale et côté
travée centrale,, qtwmd ces travées sont chargées (E • 1 )

Elasticité de la travée latérale

Elasticité de la travée centrale :

1
0,242 + 0,051

- a, - 4,14

3,95

Me

M

*P
ÎW

M|

M

Coefficients de trananisoion des «ooonts

aux piles t

93^4.14 ' °-«Z

5.92
93 * 5,92

- 0,660



- • T

D«où

- 0,042 X et M «,0,60

En particulier, dans 10 cas où la travée centrale est

surchargée (a - 4,5 t/ml)

Mo " " - - 1760 t»

Il . 0,042 x 1760 =#i J5 ta ~

._, On voit donc ou*il ast parfaiteeont Justifié* de calculer

un tel ouvrai* coasse s'il s'agissait d'une poutre continue sur appuis

siaples. t ' :

La ocnnaitaoAoe das coefficients de dtffomabilité des

piles n*est alors utile que pour 1*étude de la répartition entre les \

différents aurais dee efforte hori«octaux appliquas au tablier, «elle *

ci ne dépendant d'ailleurs que du seul coefficient C. :

Pilog oocmortoat des appuis en néoorfene disposé» en pied
"̂ L

h

H ,^"

BP

^

L *

r y

h

^

f A' ̂  (J i
- " * Dans certaines circonstances (poutres à

1»c*<ruillas, portiques), ÇA est asené à dispo- '
*

•• ser les appuis en néoprèoe au pied dss piles./s
/ afin de réduire la valeur des oooents de
/
' flexion transais aux fondations*

J
î*. Cn

Soient An et Cn les oo&fficiento da défontabilité1 du

néoprèûe et Ap, Bp, Cp ceux du fût de pile. Il vient t

0 . (Ap + An) K + (Bp + h An) Q

u - (Bp * h An) » + (Cp + Cn + h2 An) Q

D'où :

A • Ap + An

B • Bp + h /Ji
C - Cp -f Cn + h An S =.



Szearpls : D4fo mobilité d'une béquille de portier» reposant à MB
pisd rur une fila d'appuis en néoprè&e et «vyporiaat tme
réaction verticale maxime!» d'environ 1200 t.

II.

100

rp
601

13.10

o
Q|

o
S

• Caros-târietiques de la pile pour l'enseable de la cectien
(dstat fdta)

h « 6,6 « EAp « 56 E3p « 270 BCp - 1430

D«ux appuis en néoprôaç : 800 x 500 nsnj 3 feuillet» de (1 2 + 2) oa

- Déforaabilit'S des appuis en néoprène :

a - 0,50 a. | . 1 ,6 0» - 73,0 8 - 0,40 m2 n - 3 p - 2

- - 1 ,2. 1 0~2m 0 - 1 60 t/«2

3

E . 3,9 x106 */.

EAn « E C« "

EDn » 0

GS a"
- 182

£Cn" E P -M- 11°5



- Défornabilité totale de la pile t

EA - I (Ap + An) . 56 + 1 82 - 136

EB - E (Bp + h AU)- 270 * 6,6 x 102 - 1470

EC • E (Cp + Cn •«• h2 in). 1430 4-1105 - x 182 - 10.460

Hastioité de la pile dan* l'oorrafe a noeuds fixes

fie - 238 - #32

Elasticité de la pile sans néoprenesi
2

. I (A, . -J ) - 56 - fft,* 5

^ K

n est intéressant de comparer les râleurs précédentes areo 1* élasticité

que l'om obtiendrait si oa disposait au pied de la pile une articulation

freyssinat su lieu d'appuis ea néopreae.
M

Soit 9 la rotation prise par l'articulation

sous 1*effet de K et H appliqués ea tlte de la

pile

d » •_ * Ap M 4- Bp B. . . .
•'V; •

***** '

* • h •„ * Bp M * °9 H ?

Au droit de 1«artioulation :

M * K h . 0

Dans 1*ouvrage k noeuds fixes t u « 0

»0 - (Cp - h Bp ) K

f~1 Tl T
et •- ̂  (Cp-b Bp ) + A -|E

hZ P a J
M - k M

D'où

k - Ap - 2

56 . ,. 56 - 82 * 33 - 7
6,6"

Un calcul analogue peut s* appliquer au néoprtae en négligeant sa raideur
à la rotation* On a alors t



III-

9 - » + Aw K + Bw Q
o p P

tt • h 0 + B H + (C «•. CB) Q

II rient oemaa précédèrent

. . _
P

°'° 6,6*

La présence d'appuis en néoprène en pied des béquilles
assouplit ocncidérableaent le portique, ntae articulé. La raison en est •

que le néopr&ne, à 1*encontre d'une articulation, autorise un déplacement

horizontal du pied deo béquilles. j

Le tableau ci-dessous indique les différentes valeurs :

prisas par l'élasticité des béquilles en fonction de la nature et de la

position des appareils d'appui*

•

•

1

i
11
t

.

1
r

t
i

.
•
1!
i
•
1
i

i

'

1
t

i

l
i

1

Eheastrd4.hc.ut
et bas

k

(véritable
portique )

EA - 56
E3 270
EC 1430
Ek 5

Ehcaatrée *n
haut. Articu-
lée on baa

Encastrée en
haut Néoprtne
en bas

ticulé ) que )

238
1470

10460
32

Néoprsn* en
haut.Encas-
trée en bas

(portique ar- (sciai-porti- (poutre
continue)

238
270

2535
209

Articulée en haut
Encastrée en tas

(poutre continue)

270
1430
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2 > REPARUTION DES EFFORTS HORIZONTAUX ENTRE LES DIFFERENTS APPUIS D'UNE

STRUCTURE PLANE SOLLICITEE DANS SON PLAN

2 ,1- Généralités

Etant donné une structure plane (̂  ), de forme quelconque,

reposant sur n appuis Pi (xi, yi) réagissant élastiguement à des solli-

citations parallèles au plan de la structure, on cherche à déterminer les

efforts créés au droit de chacun des appuis sous 1* effet de déformations

imposées ou de forces appliquées à la structure*

4 /^ (^) \ Soit oxy un système d'axes rectangu-

laires situé dans le plan de la

structure*

Chaque appui Pi est caractérisé par

ses raideurs rx£ et rri parallèlement

oc à Ox et Oy. ,

Les raideurs rxi et ryi représentent les efforts horizontaux

qu'il est nécessaire d'appliquer aux appuis pour que ceux-ci subissent

des déplacements unités respectivement dans les directions Ox et Oy*

On a donc ( Fxi « rxi »xi

" ryi «yi

uxi et "y* étant les déplacements parallèles a Ox et Oy et Pxi et

les efforts qui les produisent*

On supposera dans les calculs qui suivent la structure (

incompress ible •

2t2- Effet d'une force agissant dans le plan de la structure

(Problème du freinage des véhicules sur un tablier de pont )

' Prenons comme origine des axes Ox et Oy le barycentre des

appuis du tablier affectés des masses rxi et ryi égales à leurs raideurs*



111-10

Soit p la force agissant dans le plan de la structure, p

est définie par ses composantes X, Y et par le couple C d'axe vertical*

Sous l'effet de pf, (<L) subit un dépli

ment d'ensemble D se décomposant en une

translation (ujj, Uy) et une rotation (M)*

Dans sa position d'équilibre, la structure

est soumise à la force tf et aux efforts

antagonistes créés dans chaque appui par

D.

Au droit de l'appui Pi, les déplacements sont :

Uyi « Uy + Xi W

II en résulte des efforts t

Pxi » rxi (ux - Yi w) » Ujj rxi - Xi w rxi

Pyi » Tyi (Uy + Xi U») « Uy Tyi + Xi U»

L'équilibre statique de la structure permet d'écrire t

« - w $_yi rxi

Y =£-Fyi = Uy ^_ Tyi + U S". Xi Tyi

C = *-C xyi » - Si. (pxi yi - pyi Xi )

L'origine des coordonnées étant le barycentre des masses rxi et

on a i ̂ . yi rxi =0 £. xi T± = 0

(1)

(2)

(3)

et les équations (1) et (2) deviennent i

X

Y
ou

Uy

Uy

(4)

(5)



De même, l'équation (3) s'écrit z

- ux rxi yi rxi + uy xi ryi xi ryi

xf ryi

En appelant Ip le moment d'inertie polaire des masses r . et r ., on a Ip

C - w

D'où i C
JP

Connaissant le déplacement (a*, Uy, «•») de la structure sous

l'effet de la force horizontale fft il est facile de déterminer les efforts

apparaissant en tête de chacun des appuis Pi :

P,
yi -

- r»

Si la force tf passe par le barycentre des masses rxi et ryi, la struc-

ture se déplace sans tourner. Ce point est donc le centre de rotation

nulle.

2,3- Effet des variations linéaires de la structure (Problème de la

dilatation d'un plancher ou d'un tablier de pont)

Soit /̂  le coefficient de variation linéaire

de la structure*

Sous l'effet des variations linéaires, la

structure subit un déplacement d'ensemble

D se décomposant en une translation

(ux, Uy ) et une rotation (<•>)•

Au droit de l'appui Pi, les déplacements sont!
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«xi

Uy + xi u> + - Yi

II en résulte des efforts i

pxi " "x rxi - yi w rxi + A xi rxi

Fyi - uy ryi + xi u ryi + > y± ryi

La structure est soumise à un système de forces identique-

ment nul* L'équilibre se traduit donc par :

.0 - Ujc £.rxi - w a£ yi rxi +A^Xi r̂  (0

« 0 - Uy ̂ ryi + w g. xi ryi + ̂ "^yi ryi (2)

- 0 '- - € (Fxi yi - Fyi Xi ) (3)

L'origine des coordonnées étant le baryeentre des masses

rxi et ryi, on a, comme précédemment i

C. Yi rxi » 0 ^ Xi ryi - 0

et les équations (l) et (2) deviennent :

u
rxi

-s C. yi ryi n
Uy » - A ' » 0

(4)

(5)

De même, l'équation (3) s'écrit l

rxi ~ ryi) • °

w Ip + ̂  r"'- xi yi (rxi - ryi )» 0

D'où :

xi Yi
(6)
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(*)

n

Quand la structure est soumise à une variation linéaire,

son centre de dilatation, c'est-à-dire le point qui demeure immobile,

est le barycentre des appuis affectés des masses ryj et iyt«

La structure tourne autour de ce point d'un angle w défiai

par l'équation (6). On en déduit facilement les efforts apparaissant

en tête de chacun des appuis s

rxi

Fyi

xi rxi

yi ryi

Si les appuis sont à raideur égale dans les deux directions

Ox et Oy, on a :

rxi • rvi et la rotation de la structure est nulle* D'où s

« ryi >yi

2,4- Cas particuliers t structure linéaire reposant sur n appuis alignés
(tablier de pont rectiligne)

Le centre de dilatation 0 de l'ou-

vrage est le barycentre des appuis
; % r

A*
0 r Ixi

AtY«< 1 Ah

-i

1 *i
affectés des masses r̂ . Sous

l'effet d'une force F agissant dans l'axe des appuis, la structure se

déplace sans tourner»

Les effortsen tête de chaque appui sont donnés par s

rxi - F
rxi

et le déplacement de la structure est

F

sous l'effet d'une variation linéaire A t le point 0 demeure iswobile et

chaque appui se déplace de i û  • A xi

Les efforts apparaissant en t8te des appuis sont doncs Fxi • «"xi ̂  «i
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DEFORMABILITB DES FOSDATÎOBS SUR PIEUX
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1 w. COZTPICISrrrr. 15 r>r'0?-"A MILITE D'UKS yOHTAYICS SUR PISUI BI-A5TICULES

as gx»

La sénéIle repose sur un sys-

tème de pieux verticaux et

inclinés, de section égale
j

à TV, arrêtés sur une

couche dure située à une

profondeur ht cous la tSte

des pieux.

On suppose que les pieux sont

1 ~^ T T- ^ ^ ^ - -r T T - ' . T bi-articulés, c'est-à-dire

qu'ils n'exercent que des

réaction? ni dirigée suivant leurs axes et on néglige la défornabilité

de la Bémolla.

Banc le cas le plus général, sous l'effet d'un

effort normal H, d'un mènent fléchiosant M et d'un effort horizontal

Q appliqués au centre de rravité Ode la bsee d« la samelle, celle-ci se

déplace cofnri<ï '.in solide invariable.

Scient v, u, 0 le» composantes ^ie ce déplacement

On peut icrir* les l'clations euivantea :

&.• Ecrj-'i' ;•>:.• d ' :• ^ui lihre

=s n cos
i i

«in '10

S « Z ai CCE II' x



- 2 -

Eoruaticns de déformation

ccs f i CC8

- Ve"

fl3)
°°«

c) Conditions d»

ui "

'"<

On tire das conditions O) et TA) les déplacements A , d« la tête des

pieux :

, » «In u . u * ooa \U , v + a. OOB

On obtient alors la système suivant :

s ô t .<*/ efeo*3^; + u ^^-o/ ^/> p/ C>*?^/ r I' 2 A*/ a/ cot*yf

* G Z %i ai Sti y;; cosgf// + u T A*/ S!n9>jtj cas p/ i- V!L K/ Sin p/

ft ff/ c/ c o s / ^ £/ ci'/ cos /' ces3 ff/

Pôcan3

i —- fi 00!: Ti ' r21

K a

'•A '



• 3 -

r.. . - X K. sin y 4 eos

sin

K oos

oos

«f

« T32

Dans leo cas centrant e, pieux de «fcoe «action s'arrêtant

sur une couche horizontale» tous las coefficients k. ' sont égaux

(K » K ) «t peuvent ee oettre en facteur. . .

Le cytttèuw ô 'équations ci -de a BU s ^5) s'écrit «n représentation

matricielle : • -,

K

* •

r,

•

r11 r12 rî3

r2l r22 r23

'31 r32. r33
•

«

8

u

V

U. wit

e
u

V

M
n

i
f

est ejrmâtriqua. Son inversion donne :

M

"22

B32

B23
B33 n

La matrice inverse s, . » r. représente la matrice

. • au syctè^ii Je pieux. Elle est également symétrique :

sior* pr^âcddonte suppose <n« 1» watrice r..^ I est

rd£ulièra c'««t-i-cir'» ^u* son is-Stfemin&nt a une valeur fini* non mile.



}\

• 4 -

- Cas tf. 'un oygtc p:.ou» g

piloe sont 1« plus couvent fcodées sur des systèmes de

pieux synstriquoa. On a alors : : .

r13 "

' r32 ' ̂  Ki 8ln cos tî) ' »
{ *

et la tyatènw (6) devient :

e

u

Y

*

a î l P f 2 °.

82î «22 °

0 0 833

K

Q

K

Le déterminant du la matrice

s T * « T * . T * — T1 1*r11* 2i% 33 .i3. 12

Neet :

'11

r23 - r?.V J-22^ « -....

' I 2 - . A

'11 - H

~T

ù '
rH

12 . 1

Pour un cystèsce ùe pisur symétriques les K «ont

[• O '

'



II vient alors :

A? s Su jî - - Z si»* ' T

Bf m S 12 . - -£- i or/
. ' . . . - * - . : • A* .....

Cf a,'

G*

: ;-V-:rv.\
• . • ' •« : * •

A., £., C. sorrt JL** coefficifluto a» dflformabilité du oyat èm de pieux

au niveau C cîo !&'tfte'de'a pi '

Efforta 'iano ua c da pi» AIT e.yr.1'tri<7U'»B

toi peut o!.t«ni'£ les val «ire <d»3 «fforts ,daoà les pieux en. ..

fonction -îtis «ffortc appliqués à la oenell»* : • ' ., .'• "' .-..v.-

cos u
2

a) Sffe-t de I? soul

I *'

. l.
e . u -

eon
Zoos' (U

B

pinn inclio' *st donc •-•suivaient À un pieu vertical de eection

3 t^
Effet tïe M ea-.il

u v * 0



S'**?/ ex pf -'S/f &/ ces pf Z g/ s/fi ?/' ces S <?/'r
*x (Z a? a**?/ r */> *#' eotp/ )- (Z. af Sin /'/ e«r* p/

• c) Sffet de 3 syal •;

u - v »• 0

,3- Cac : *v^ , sygt.V.g
inçliacn çoaoourent an un rafeac point

Si oa calcule les âsplacerracts 9', u' t vf

«n /\ , point à^ conoCTirs des pieux inclinas ou

les élément» de réduction des «fforts appliqués

wont : H*, Q1, N f , on a :

a ein - 0

puisque po.tr un pieu vertical sin d> . » 0 et pour un pieu incliné

a. - û. P'O'i :

B ' f • 0 et ;

K > * ' • * * -,J i v *Z. R CC3 vif K <<1 T *•

egt le c--:::trc 'laotiqu? ta BJ ôtôr^ io psesir)

. cos



>-V * "Kl --JF1

LCP d-Sp lacements 6 » tyt v et los «fforts H, Q, IT en 0

sont reliés aux déplacements «i aux efforts an /l par t

•si. M»- M - og
' . ' . , - • • .

II vient donc t

u*'_«.uVg0 • ' " ;. v* -, r

'*' m

A -

a/* cas3 ysj

Z <z/

Léo efforts, r'ans lus «ont :

.
ces
,
*

r

£r retnpJaçant lee pi«ux LnclinOe par des pieux verticaux

<y ^ i on pwt 4crir« :' -de section ^

S : section totale fjrnw.j par l'ansenbi-j des pi«ux

I : moment d'inertie tio l'emicm'ble âoa pioux pnvr rapport au point 0.

S • Z <T"^»3 v I " Z

La relation pr-é codante devient alors :

cou •A



\ - "» - . -«

On retrouva ainsi, pour l'effet d* S ci da M la foraile

donnant les contrairites normales dam une section fléchie, a qui tient

à l'identité dea problôaes. • '

1 ,4- Cas d'un a.Ttrtfema de paaus 8yiigtriqu.ee i ne eonyortant^quo des

' pieux iaftllnéBC«nc9urfint _er. un 5&r»e point ..
'. . ' • - '. . - '•'• ' " ': ' • '

' . Si touo las pi«ur oonc5O-.ir«nt «n UZL point JT., la matriot

f r . ,) n'eet pan réeulièro', «on d3 terrifiant étant nu.1. On a en effet î
* •_, . . • . . •

11. \ •>
/-/4-iW./ / • \ ^ i

u/

ai COB u/ j » g oin u;i

et ** 0

Le jnoncnt par rapport à JTL des

efforts eœrc-JB par lt»s pieux étant

cal, on doit avoir, pour que le ejrstène

aoit en «?iui libre :
I

M - Q r « 0 û . £

I*a efforts ." -»t î, li- :>* par la relation pHcédente, ne

Jn.5 B*.rs appliquas sir

nor.s ccxrrao «xeiaplo le cas

d'une fojjfttion coraportaat deax

files ù* ;iwj inclinés. Sou«

l'effet de H :

.A



, « » - • • .< I

- 9 -

n » •*•- 2 a cos

_
•t la fondât icc ne s*<ware «n équilibre crue .si l'on introduit un«

.- , .• * • -• •" ' - '*'.'.' .'I \ \ • ». ' i- - • '* •
force oi« fisatisn herisçRtalc •% .'; • ' -' v- ' '^'^ • ' •» ' . -, ••/'•"i;..

Q »

Cas d'un Byt?t5fjft do verticau

Le déterminant dn la matrice »at «ncor« tEil, ftais 1»
• • • ' • . '" ' ." »/•'•'.'• *

système rte pieu* est stable BOUE i'«ff*t <to M et K : '"' - ' . - • ' ;

• 0 608 .fi. ••

». ez v S

Si le système ai piuux «si ejrmétriquA î

Z K S « 0

/ t ) Or. rnlv^vora le «,8^0 proMctn^ pwr uno pile articulée en pi«d
fliôi:pr:s.3 à le tacs da la pila par exemple.x s>t r-c^ir âne pile à
voiicc
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î

,ueî
«
•UeJ

»-<-•V •••«idc>.t*»(«ii'X1'U•r40
.

c?59
 1

*

4
*a»>83c•s

r=»<•1c•«••
0
.

ri>C
!

• 
r»

•t-

*•Caâr^r*
r"

.«S•w3•!•»F
«

Ûn<o»««»
<î*

*•;1çft.•a•
•

H-1C
l

-1»à--«f .«_lu>:oc
,

4
,O

1•
r
i

a3af.h•3
4»ug

)
«
4

«•*.
•*»à*-•(4•H«>l,»•s•r^

•He5
V

,

wT
»ua•4OE.«3.£•ci.-io-rt

ra)

«
^-»«>
«-«rHagmrj
t-<



Un tel type d« fondation eat toutefci*

acceptable du» le cas de pirax nombreux ou do grand* di*f»H/-*Br

du fait de la. râsir,taac« à la, fltxion dca pieux, leequele »ont

«n réalité encactr^e en tSte dons la oeaelle cf • l«ar bas* dane la

terrain 3»
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2 - COgyiC'.'STîS 12 I-âFOPJgBIj.IT.g D'UHT PQBBATIOS SOS PISUX COKPTB-TSHU

CES RFACTIOP5 IAÏSBALES DU

Dans le calcul d'une fondation sur

pieux, on adnat généraleiieni par

simplification tfj.6 les pieux- ; . - •

n'exerçant q-cs de.a réactions dirigées

suivant leurc ax>2s.

i-tô, leis pi«ux ae trouvent

soumis à d'outre» effortu qu« des

ccrr.prcssionpi longitudinales, du fait

des réactions lE^craloe exeroéea

par le tt-i-roir.. Cv. rcuotmor eunt 8eriui"bia(Bsr.t proportionnelles aux

diplftosmanto es crii p^rast d'aseimilcr chaqua pisa à uno poutre sur
" ' i

appai continu glcurti^ue,

LÏ terrain étant id^ré oomrie un miliwu élastique

continu d-'.î*ini par con module de H%rtion hor'imontai K euppoaÂ constant

sur toute ir. haute-ir d*a pieux, ceu*-ci pourront être aosimiléo à des

pcutros r^-ii-ir.fir.\?st ci l'on a :

} . > 17 A . coa vp t

A i ï-dpT''!cor»ta.nt la lOR*iu«ur d'onde de 1& poutre sur sol élastique

X . *.\/:H='̂ - d* Y r,_ -, i

-A.

a du

c'inertiti ùu

E module d'41astioitJ du pieu
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Soi 10": M, Q, S l«e d\«î-nant8 da réduction par rapport au point 0
• . ' * . • *

de la résultante général» de» force» appliquée* au naaalf d* fonda-

tion «i 8 v a, y. les compaaanteo da son déplacement».. .

• . • . . . . , ...
Ssigruin*. par n.;,t41( a. " lc^ effortB.fn lît* 'dtt. pi«ui, «n p«ut .'-.'.. .
' . ••• - .- • • ; . -',:' -; .; • • • • • - . * *• . -rv/.- • • ' ; - • •••,;;?/..•
» » . . ; .« . . . . : . . ;r;:--'-

r '-.. •/ -v * .: v y,'.: "',".. .".V\.-.'¥"/-,M-»r

En

écrire

a)- Bqpiationa d'équilibre

cos
• •' *

n. ccc
fi-

b)- Equations de déformation '.-"

«/x*
f

ftj

*

••»

l (5* /~N '
* i*» \

, ©
(2)

OJ , -

cc* jt//

rfo coordonnes f 9 ̂  n^, v^ ot f -<*» i , ' «* l , (3i)

défini par :

» ô

i " ' ui 8lr:

-v . air.

vi oos
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- 6 2 <?<v c*j-*f/ y. Z y//V a* jr/

?9M p/eat*fr/ - 2 Zçf 3* fiees p; 1 ,*

Kj cas*ff + 2Zjtsis*fi\ . . ,

• • • 51 19 turrain n'eet'pae susceptible d'ewrosr do* réaction» latérales

*; (K * 0)« q^ est ml et on retrouve les équations classiques relatives*

à d«s pi eu T simplement comprimés» • . .' ' . •••••. ' • • _ •

Le Eyotèn» d'équations ci-descas s'écrit :

H

Q

S

r.
M

2l

13

r23
n

la matrice tr. .) sot e.ymétriqu«' : ' r< 4 * r4. Son inverse est la
; . * - v - • • ' _ «» f c v*

matrice fs...). ... ". ' '.
/

2,2- Ça» d 'un eystfea* d» pieux eynvatrique»

On a alors i - 0 et

et par oons^quent *13 fc S31 M 23

Er. appelant A ÎH i4*tern-nant d« la matrice (r. .),'supposé
• «

non nul, on obtisnt les valeurs des coefficient» de la matrice ^s. .)
* J

qui repréoenttnt lec cuefficinntB du défornabilité du systVne de pieux

au niveto. 0 du la t£~c des pleur : •



Af

-r • •,:•; —

c . _ni_ . . ' • * • • '33-

Si les piau? ^au noatbra de n ) sont idon-tiqu«e (K^ « K» A^, »

^ - q 5 : • • • • ' '

r

c; j.> ^v cas2 '̂ - o A

- î< E S>«? fi cas fi + 2 j£ ces* or

J i*V y. 2 y SI 3/Jt * p;

gfforts da."..*; I«B ïiicuT

C^r.o le cas général, les efforts dans lee pieux

r'oftiennarit à partir dos relations 'b) et f^} :

-i * a; \, ff A; yi ov si* tf'/ ) <? - car <i?/ ^i y- J/-* <^' V/' i 7- < i ' < ** / * X / '^^ / J

r .' \ ~ \ * ^ 7
V « <7t / ~ / A ; 1- fa; Sa Ut; ) G + 2 <aos &/ AL - 2 *'> ^/' V/.
1 ' *• * / ' / ' ^

» . / . J-Q- cor v .' ^-^ JT/i» ̂  /< v- ecu pv l/ )

2 f 3- Cas A ' u n

p.in l//. ' 0 COB



ANNEXE II

METHODE DES CONSTANTES D'AFPJI ET HETHODE DES

APPUIS ELASTIQUES
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. ANNEXE II

IKBDDZ DES COISTiKTES D'APPUI ÏT HET9DDS

DES APPUIS ELASTIQUES

Los structures nyperstatiques, que rencontre l'Ingénieur

J>ers de l'étude Asm projet do pont, sont constituées généralement de
t

poutres droites continues ou d'une combinaison de poutres droites,

appelée portique dans le cas de structure ouverte SB cadre dans le cas
t *

de structure fermée, dont le calcul fait intervenir des déplacements et

des forces agissant dans le plan moyen de la structure. t

i

Rappelons qu'une structure est dite ouverte si la

suppression d'une poutre quelconque n'aboutissant pas à un appui •
i

extrême décompose la structure en deux systèmes indépendants. '.

'; Considérons par exemple le portique représenté sur la

• figure 1, comportant les poutres i-p, i t i, j f j, h f j, k |

! et ky k+p* liées rigidement aux noeuds 1, J et lu Les poutres i, i-pi ;
) • r*

J, k | et k, k «• p» ont leurs extrémités i-p, k et k+p» fixes dans

; le plan de la structure (articulation eu encastrement). i
. 1

i.
tin système de foroes p

appliquées à l'ouvrage si

contenues dans son plan noyé

9ct la SOSSM do

, partiels ne ooaprensat
; . ;

, . los forces appliquées à l'une des poutres do la structure, une foroe
i '
', .. appliquée à un noeud pouvant être attribuée arbitrairement à l'une Aep
• i
i *poutres qui aboutissent à os noeud.

,./•• L
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De sAae ci de* déplacements A sont imposés aux poutren

de l'ouvrage (rariations linéaires, compensation par Yérina et dénirel-

lations d* appuis) ceux-ci tout la somme des déplacements partial» subis

par chacune des poutre*.
•

I* problème posé par It calcul dt la structura hTperstmtiqu

se ramène donc à l'tfftt d*un sjstèa* dt forcée ? ou d»un déplaoeveat D

vsr l'un* des poutre» du portique. i
«. i
i ~

Soit Ai Aj «ne telle poutre. Cette poutre peut ttre !

conaidiré» cooae appurie elastiqueaent en Ai et AJ en raison de la d£for-

•aailité de Ai-1 11, A^ à.^ t A^^ Li , d'une part et du •j»tè«« A. A^,

lous soanes donc aliénés à rechercher : j
i
i

a) l«s propriétés élastiguea d* appuis tels que A, et A supposés détaohés

de A. A. par une coupure effectuée en ras de A. et de A. dans A. A.i j i j i p

b) l'effet d'un système de forces P et de déplaeeaents D sur la poutre

A. A. «ncagtrée dlagtlqp'CTi'nt sur ses appuis A. et A., dont nous j
~**~"J * J I
oonnaitrons les propriétés. '

La ^(llthode des constantes d'appui - dont la généralisation,
i

appelée Méthode des appaia élastiques, peut s•appliquer aux
|

structures constituées de poutroa courbas - permet d'atteindre ce deuile

objectif. !

•A.



- 3 -

CALCUL DES STRUCTURES HYPSRSTATIOITSS PLAI7SS A NOEUDS TOTT PEPLACA3L5S
PA3 LA MBTHOD5 D5S APPUIS ELASTIQUES (K3THODS DES COKSTAÎfrSS D'APPUI)

«4s-

t • KOTIOfl ?: HfSJLSTES «• EFHTIOH .

ET SES

0. fc).

Coasidirons une travée quelconque

ij faisant partie d'une structure
• ; ; l

tgrperstatiqua plans composé*

•enta droits et aotndaeà u&
"'•'"•• !

de charge donné agissant dans la
i

plan de la structure et n'entraî-

nant paa de déplacement des noeuds

i et J. i

a, %,o sont les eoeffieienta de souplesse de la travée ij (qua l'on

note sans indice pour simplifier l'écriture).

Si la travée était i«ootatiqnef celle-oi se diforaerait

libreeMnt et loi rotations de ses extrémités seraient respeotivenant

Uj et U j • Pu fait des liaisons constituées par les éléaents adja-

°«n.*»...ili.«t_jf_&ljoutissant en..i et 4 les déformations de la travéa .

•A
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se trouvent gênée a et Isa rotation» de ses extrèsdtés aont limité* a

a des valeure 0* et J inférieures aox rotations isostatiquea.

Las liaisons ih et jf créent donc des aoswnts réaiatanta

s'opposant aux déformations dues

aux charges appliquées et tout se

J* passe cjcisain si la travée ooapor—

tait à chaque extrémité des ;
1 . i

ressorts de rappel sisnilant les

liaisons réelles et développant

des couples proportionnels à

leurs rotations*
:
«
«

-• * j.

Les noeuds de la structure étant supposés rigides, les !

différents éléitents aboutissent en i et j tournent du aftaw angle

que 1» travée ij *t chaque ressort développe un oouple résistant

ou

•ï
.h ï

i k. et k

; ih et Jf .

r> =
étant des

w- "" "* J^ Jkjf

constantes positives earaotéristiques des liaisons

Les Appuis i et j traarcxottont do&o à la travée ij

dea eouplea résiataats T. et P. t
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f\ r - •V, ei
_ — r

Et les différentes liaisons existant ea i et j MB* équivalentes à
«

on» liaison unique à chaque «xtreaité, siaulée par des ressert* dont

les ooostaatos esraetéri*ti4pa»s Mraieat !.. «t I.. t«U«*

\

-1= i JL

OU<

_i__ E 1
K-- k-.i

-Rïi

»%- ,

L«« appui* i et j sont dss appois élastiques, caractérisés

par les ooeffidents E^. si C.^ (ou leurs inveroes R. . et R..)

représentant les élasticités (ou les raideurs) de ces appuis a l'égu-d

de la travée ij. Kj et I. sont encore appelées oonrt&ntes d'opgui

De B&H», les coefficients k^ et k.f (ou leurs inverses r^ et rjf)

qui caractérisent les liaisons constituant les appuis i et j repré-

sent les élasticités (ou les raideurs) de chacun»de ces liaison à l'égard

des appuis.

La raideur R^ de l'tppui i à l'égard de la travée ij est

égala A la conoe des raideurs r^ à l'appui i de tous les élevante

autres que ij aboutiosant en i.
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Au «en» habitoal de la résistance des Batériaux, les

ts fléchiestâts aux extriaitée da la travée sont :

9

e,

e, (2)

Las rotation* réelles 9̂  et 6 da la tranrée dépendant

de la nature da ma» appela. Si ceux-ci «ont infiniment roi de*, la travée

ij art encastrée et ses rotation» d*eztrênité sont nulles (t.. - !.. - 0),

Si aa contraire las appuis sont constitués par des articu-

lations aaourant leur libre rotation, las noswnts fléchissants aux extrt-

•itas sont nuls (E,. » R,. - 0).

Dans la cas le plus général, pour des râleurs non nulles

da K,, et K.,, la travée est dite encastrê  élasticrucaent à sas extre-

•ités, du fait da la proportionnalité dsa rotations d'extrémité aux

Booents d'encAstreaont.

tiques K^ . et

2- CALCUL D3S EFFORTS DAKS UNS TKA7ES ENCASTSSS EU£TIÇUZTO.T A SES

EXTREMITES

Une travée encastrée élastiquensnt cet entièresjent définie

quand on connaît les earactéris-

, do ses appuis.

K. J... TTT:;|*'. :•••:/' J.K .. On peut alors facileaent déter-

miner la valeur des «ooents

fléchissants dans la travée quel

que aoit le srstaae da charges qui

lui est appliqué. /
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Isolons la travée ij de la structure à laquelle elle

appartient. Sa déformation sous les charge» appliquées peut ttre consi-

dérée ocooe la superposition des deux défornâtiona élémentaires suivantes :

M..
>)

U J

- déformation isostatique due aux

charges appliquées (w

- défonaation de sans inverse sous

l'effet des couples résistants

Xjj et - X^ transsds par les

appuis i et J (a i , a j) f

a, bt o étant les coefficients de souplesse de la travée ij calculés en

partant de l'appui i :

" "*

on a donc finalement:

6 j -

| oe qui s'écrit :

(a + K . * ) X<

(c

D'où »
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R - - "

(4)

La dénominateur des râlâtion* (4) art toujours positif.

Si la travfe était parfaitement anoaatraa à sas extrémités t

l't - K., - 0

at IJ
*«ij

Uns travée eneantréa dlaortiqnanant est donc équiralenta à una
I

trav4a parfaitenant ancaetrée ayant pour coefficients da aouplaasa i

j Poxrr una travée parfaitaaant ancastréa à inertie conatanta.
i
j las coefficients de souplesse vont égaxuc à :

at loo rclaticn» devianncit :



I •

2 Kl
11 (2 « 4j * U

2 «H«Jt-
Connair-^ant le «osent fléchissant (L que produiraient, dau/<

va* Motion d'absoisae z compté* à partir de l'appui i, las chargea

appliquées ai la travie reposait BUT appui a aioplea, le axaient fléchis-

aact M (z) at l'effort tranchant T (z) dana la eection d'abeoiaae z

de la travée enc&atrée élaatiquemat aont :

, % HL
T(z). dz

3- DETEHKINATIOH LES ELASTICITES k̂  et k.f DES ELEMSHTS ih et jf

ABOUTISSAIT en i et j. RELATIONS POirDAlGyTALES EHTRE k et C

La connaissance des caractéristique K,. et K., de appuis

i et j de la travée nécessite la déterainetion dea élasticités k̂  et

kjf des différents élàaenta a'boutiaeant en i et j*

Conaidérons un de oas élèventa

, ih et supposons connus sas ooef-BX~>'̂ --^
fioients de souplesse af b, e et

d'élasticité Khi du noeud h,a l'égar.

da l'éléwint. ;
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n •«•«!* de déterminer 1«élasticité kib &• l'éléosnt

•n i, c'ent-fc-dire la constante earaetérictiqua du ressort équivalent.

Ippii<ïncn0 un Boaent »ln en i après avoir introduit xme

articulation en ee poi&t. Il naît a lf«rtrèoité opposée h nn Maen

de aigoe oootraira. ,

On A par définition i

ih

ehi *

relations (3) appliquée* à l'éléerant ih s*écrivent s

ehi " * *hi * * "ih ' ~ *hi *hi

8ih * ~ * "ni " c "ih " * kih "ih

•

prend ère équation donne : '

a -f «ht

La seconde équation donne :

2̂

ih

\

II en résulte les propriétés suivantes :

a) la droite représentative des aooents fléchissants dans la travée hi

passe par un point fixa F,

appelé foyer de gauche, et défini

"F par le rapport focal s

.. - b
a •*• (5)
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c) en utilisant les valeurs des coefficients focaux, les relations

(4) donnant les snoents fléchissants H. , et !.. aux extrémités. 4ij

de la travée ij deviennent s

1 -f 9'

(7)

Cas particuliers î

- travée syvétrique et symétriqueaent chargée s

JL, - - « (1 - f )
B 1 -

~TT

travée s^aétrique et «yaétricniaaent chargée, aux conditions d'appui

STsétriques î
î •jk-

u
b

sous l'effet d'une charge uniforme p t

M.. . Mj., El

x îx /

l2 £ 1
dx

2 E l

K ( I -X )

l 2 E l
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- trarée articulé* à une extrémité i i

- o

4- COSmCTESTS PS PAR7AC?: DES I60HERTS flLeCHISSAOTS AD* ROBOTS -

l'appui i 1« Basent fléchissant I,, dans la travée ij

eréé par les seules charges }

•^' appliquâmes à cette travée se :
î --.-
\^ partage entre les Alésjents ih

V
X

antres que ij qui aboutissent

en i.

Le acnent K. qui s'ezeroe en i sur la barre ih l'y fait tourner de t

Par ailleurs, la barre ij étant chargée t

9i4-*ij*iJ

Les noeuds étant rigides : 9.. - 8 ..

D'où la valeur da fcoaent trananis par ij & ih :

^ih 68t lv

Kj j
r5 '̂
*ih

partage des Boownte fléchissants STUC noeuds t

N*
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Le pariaf» des sosent» fléchissants aux noeuds a donc

lieu proportionnellement aux raideur» respectires des éléments &

l'appui i.

5— STSl'jatoS OUVERTS ET 37STËKSS

loua venons de voir qu'une travée quelconque ij est parfai-

tenent définie & partir de ses élasticités d'appui Ej. «t C . Elle ;
<

peut alère ttre isolée et calculée pour ses charge» propres* '

La répartition du sjoaont d'appui

MJI aux autres éléments s« fait

*„ proport ionnell esant à leurs raideurs

ani ( X <Jih'

La tranmiBsion ass noeud» h art

obtenue par application de»

coefficients focaux ( <f .. )

. Le prvblon du calcul des efforta dans la structure est • !

dono résolu quand en connaît les trois coefficients K, A f <p. j

Sans le cas ds syvttoes dits ouvert» - o'est-4-dire ne comportant pas de
!

polygone fenaé » on détersdne les élasticités d'appui E en procédant )

par ohevdneaaat à partir des appuis d'extresdiés dont les élasticités ;

sont connue».

Les poutres continues ou les portiques sont des STsteues

ouvert8t
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Dans le cas de systèmes dits fermés, corme les cadres,

la détermination des élasticités d'appui ne peut se faire que par

approximations successives, en donnant à priori une valeur arbitraire

à certaines élasticités permettant de calculer les autres*

Un seul tour suffit généralement du fait de l'amortisse-

ment rapide de l'influence des efforts d'un noeud sur le reste du

système*
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