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L'analyse de la stabilité des volites en magonnerie ou en
béton non amé repose sur le concept de calcul & la rupiure, mode de
raisonnement pratiqué par les Ingerieurs et dont la mise en oceuvrs
intujtive remonte & plusieurs sidcles. Pour ce probl@me particulier,
on peut citer en effet LAHIRE au début du XVIIIéme sidcle (théorie du
coln de LAHIRE {712), EYTEIWEIN qui a développé cette théorie du coin
dans son Manuel de Statique (XVIIldme siécle) et surtout COULOMB
(1773) qui a introduit la notion de Jjoint de rapture; MERY(1839),
SCHEFFLER (1857), A. DURAND CLAYE (1867-1880) ont développé cette idée
au XIXéme siécle; ceci a &teé montré clairement par des auteurs comme
KOOHARIAN (1953),HEYMAN (1966), MASSONNET et SAVE.

En fait, on constate qu'au XIXeme siécle, les Savants et
Ingénieurs ont adopt® des modes de raisonnements de deux types, trés
différents

- les uns considérent un comportement &lastique du matériau
constituant la volite (NAVIER en est le précurseur;,

- les sutres adoptent un raisonnement du type calcul & la
rupture (COULOMB, MERY, SCHEFFLER, A. DURAND CLAYE).

Toutefois, ces derniers ont mdlé 3 la fecis des considé-
rations de statique {possibilité d'équilibre) et de cinémwatique {méca-
nisme de rupture per blocs) et il ne se dégage pas de leur théorie une
signification claire des résultats. HEYMAN (1966} a montré que le
calcul de la stabilité d'une voute en msgonnerie reldve de 1'analyse
limite mais il gqualifie 1'approche de "statiquement admissivle". En
fait, nous montrerons que cette approche est une approche par 1'exte-
rieur (ou de fagon impropre cin@matiquement admissible) au sens de la
théorie du calecul & la rupture mise en forme récemment (SALENCON -
1976 -1978). Cette théorie a fait 1'objet d’applications & des pro-
blémes {par exemple COUSSY et SALENCON 1979). Citons ce dernier arti-
cle

"On y {la théorie du calcul & la rupture) montre d4'une fagon
générale que pour™un ouvrage ou une structure donnds, dans une geo-
métrie fixée, la seule connasissance en chaque point du systéme du
domaine de résistance du mat@riau constitutif, domaine invarisble dans
le temps assigné en chague point & 1'&tat de contrainte, permet de
définir 1'ensemble des chargements dont on peut affirmer avec certi-
tude, que, quelles que soient les autres proprietés du matériau, il ne
sera pas possivle de realiser 1'@quilibre de l'ouvrage sans violer le
"critére de résistance” et son complémentaire : 1'ensemble des charge-
nents potentiellement supportables.




L'engsemble des chargements potentiellement suprortab
l'ouvrage peut &tre détermin® par deux methodes, mathematic
duales l'une de 1'autre : approche par 1'intérieur, 1par la
construction de champs de contraintes en 2gquilibre et respectant le
critére de réusistance ; approche par 1'extérieur, par la construction
de champs de vitesses et le calcul dans ceux-ci de la "puissance
dissipable”.

Nous demandons au lecteur soucieux d'approfoudir ces rnctions
de se reporter aux ouvrages cités en référence.

Cette théorie est & la base du calcul de la stabilit® des
volites en magonnerie ou en b&ton ron armé. Le probldme posé est le
suivant : pour un ouvrage donne de géométrie fixée, constitue d'un
matériau caract@risé par un critére de résistance, déterminer si 1'ou-
vrage est stable ou instable, le chargement &tant constitu®& par le
poids propre de 1l'ouvrage et des charges extérieures appliquées A la
surface de 1'extrados. I1 ne sera possible que de déterminer les cas
d'instabilité certaine et un coefficient de rupture et non de sécurité
(COUSSY - SALENCON 1979).

Nous présentons ici une méthode d'approche de ce probléme et
une analyse sommaire des méthodes de calcul existantes,du type “caleul
& la rupture”. Nous précisons que 1'approche dusle de cette méthode
fait 1'objet d'un travail de fin 4'&tudes 3 1'Ecole Polytechnique et
donne des résultats trés satisfaisantz.

Le texte sera organisé® en quatre parties :

La premidre partie (chapitres 1, 2 et 3) présente la théorie
générale de 1'étude de la stabilité d'une volite et 1'application des
lignes de centres de pression & cette théorie.

La seconde partie {chapitre 4 et S) décrit certaines pro-
prigtes des lignes de centres de pression nécessaires au calcul de la
stabilité et donne la mé&thode "des ligres internes” mise au point pour
etudier cette stabvilité. -

La troisiéme partie (chapitre 6) est une brdve analyse de
quelgues méthodes de calcul de stabilit® de volte.



La quatrieme partie {chapitre 7, donne gueiques exemples
d'application numZrique et la comparaisan avec des essais de rupture
de voute.

Nous précisons que Les chapitres 1, 2 sort "ealqués" dans
leur enchainement logique wsur le chapitre 2 de 1l'article de COUSSY et
SALENCON (1979), ce qui s'impose puisque le mode de raisonnement est
tout a fait identique.



1 ETUDE DE LA STABILITE D'UNE VOUTE

1.1. Position du probléme

On se propose d'@tudier la stabilité d'une volte :

-~ de géometrie respectant les caractéres définis au 1.11,

~ dont le (s) matériau {x) constitutif (s) ob&it aux critdres
de résistance définis en 1.12,

- soumise & un chargement respectant les caractéres définis au
.13,

1.11. Géometrie

La votite est définie par la trace de son contour dans un
plan vertical longitudinel : ce contour y definit 1'extrados et
1'intrados. Ces deux lignes sont concaves et peuvent présenter des
points anguleux, en général & la clé de 1a volite {figures 1 et 2). Les
sections transversales de la volte sont rectangulaires. Cette vofite
repose sur ses extrémités (ou retombées) sur les magonneries des piles
ou des culées qui en sont donc un prolongement. On considérera des
voltes inarticuleées. '
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FIGURE 2

Volite priésentant un pont
anguleux 4 la clé

1.12 Matériau (x)

La volite est solt constituée d'un matérjau homogdne jsotrope

(cas d'une vofite en béton non armé), soit de pierres homogénes iso-
tropes séparees par des Jjoints secs ou en mortier {(!e mortjer est
alors homogéne isotrope}.

Lez critéres le résistance que nous adopterons seront donc

les suivants.

-~ Matériau(x) homogéne{s) isotrope(s) {bvéton, pierre,mortier):

Sioy ,L= 1 & 3 sont lee contraintes principales du tenseur des
contraintes, le critére de rupture, que 1l'on dénommara oritére de Llrac
tion-compression est £LT)= MR, 7L L0V~ 95}, autrement dit le maté-
riau n'a pas de résistance & la traction et a une résistance A 1a
compression épale 4 Up . Mous adoptons ici les conventions de signe
habituelles en résistance des matériaux : la facette sur laguelle agit
le vecteur contrainte est repérée par sa normale rentrante n : les
compressions sont alors comptées positivement.

Le oritére est représenté dans 1'espace des contrainiss
principales par un cube de cOtedp .

Il est aussi représenté dans le plan dew cercle de MOHR par
un cercle de diamétre gz (figure 3.
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Critére de traction-compression

Un notera done quedg n'est pas necessairvement comstant dans
la volte {par exemple pierres ot jeints en mortier..

- Joints ou interfaces

On a affaire 4 un critére d'interfare de COULONE entre
materivux ohfissant au
sion égales ou non .

deux
critére précédent avec des ilimites en compres-

. -y . - -4
Le critere s eorit a
of West 1'angle de frottement sec de COULOME, g (1)< ¢
trémite 3 1'intériear du cercle

de ce cercle
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Critére d'interface de COULQMB

On peuat Bventuellemert introduire une cohbsion (.

1.13 Chargement

Le volite est soumise & des charges voluniques, surfaciques
cu concentrées, d&finies par leur densité. Si 1'on se place dans le
plan de section longitudinale, ce chargement est done défini par une
densité q(s) ol s est par exemple 1'abscisse curviligne sur 1'extrados
(q est pris au sens des distributions).
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Ce sera par exemple les forces de pesanteur, les charges
dues & la présence d'un remblai, les surcharges routigres ou ferrovi-
aires. Nous ne nous préoccupons pas lici de savoir comment est
“calculéd" ce chargement.

Dans la plus grande partie de cet exposé, nous serons amenes
a4 nous limiter & un certain type de chargement pour aboutir & des
résultats pratiques.

Ces restrictions sont les sulvantes :

Les forces verticales sgnt orientées vers le bas (elles son?
négatives).

Les forces horizontales sont orientées vers la c¢lé (elles
sont positives & gauche de la section de clé, negatives a
droite de cette section). :

Cecl exclut

Le cas des forces horizontales concentrées & la clé.

Le cas de forces de freinage.

- Ce cas de chargement est trés courant dans la pratique : les
forces horizontales proviennent de la presence de volites secondaires
d'elégissement, les forces verticales sont les forces de pesanteur. Le
chargement sera note (Q).

1.14 Ecriture du probléme

. Etant donné la geométrie de la volite,

. Etant donnd le (ou les) critére de résistance du {ou des)
matériau du type deéfini au 1.13,

. Etant donné le chargement {§; auquel est soumise la votfe.

. Est-il possible que la volite soit stable ?



1.2. Chargement potentiellement supportable - Voute
potentiellement stable

Si une telle vofite est stable, c'est au'il existe dans touze
la voiite un etat de cernirainte @ qui :

1 - Respecte les conditleons aux limites sur le contour
de la volte.

A 2 - Respecte les équations d'équilibre en tout point.

%3 - Respecte les critéres de résistance en tout point.

On peut dire que, pour que la volte soit stable scus le
chargement {3}, il est nécessaire qu'il existe au moins un état de
contraintes respectant les trois conditions A1, 2, 3.

Il ne s'agit que d'une condition nécessaire car si cet etat
de contrainte existe, on ne pourra pas affirmer la stabilité de 1la
voute. On a donc ici la notion bien connue dans la théorie du calcul 2
la rupture de stakbilité potentielle une volte pour laguelle cette
condition est remplie est dite potentiellement stable. On dit aussl
que le chargement est potentiellement supportable.

I1 résulte de la thésrie du calecul & la rupture que 1'en-
semble des chargements (3) potentiellement supportables est un domaine
convexe, le domaine de résistance "local” &tant lui-méme convexa.

2 TRANSFORMATION DU PROBLEME

2.1. Definitions

On appelle famille de "sections” et on notera g; (SJ)LEI
un ensemble de eections transversales 351 de la voute, coupant & la
fois 1'extrados et L1'intrados. Pour des raisons évidentes de commoditéd
de langage, on confondra Ia section Si et sa trace sir le plan longi-
tudinal vertical.




FIGURE ~ 5 Aed

Sectlons

Ces sections peuvert avoir entre elles des points d'inter-
section & 1'intérieur de la voilte.

L'ensemble d'indexsticn I peut €tre fini ou infini et dans
ce cas denomdrable ou non d&nombrable. Par exemple, ce peut 8tre

+

- 51 I est fini : 1'ensemble des entiers de 1 & N.

- 81 1 est Infirl non deénombrable, le segment [seg, sed) od
seg et sed sont les abscisses curvilignes des extrémités
gauche et droite de 1'extrados mesurées & partir de la clé
de volte.

/
Une sous famille SF =

( g1 de la tanilie F = 1€
est sous ensemble de F c -

--l\
a-dire : VieJ 31CT et %:5;

On verra dans la suite de 1'expos? que 1'2n considdrera en
général des sections normales & 1'intresdes (& 1'exception toutefois
des zones situfes sau voisinage d'un point anguleux’. Dans re cas, on
appellera ces secltions des Jjoints par analogie avec les joints des
voutes en maconnerie.

Du fait de la concavité des courbes d'intrados, ces Joints
constituent une partition de 1la vofite en blocs ou "voussoirs". Les
joints ne présentent pas, en effet, de point d'intersection & 1'inté-
rieur de la volte {sauf au droit d'un point anguleux & 1'intrados oi
ils se coupent en ce point).

—



FIGURE 6

Cas d'une voite ogivale

Si une telle tamillie de jointsgz; (ngiej: est indexee par
i’enseable T = [4 sed| mentionnd ci-dessus, la réunion des sections
S: est le domainéd intérieur a la volte. Une famille finie de joints
est une sous-famille finie de cette famille.

2.2. Premiére condition de stabilité affaiblie

Pour gua'une volite soit stable sous le chargemant (@J?aut
donc qu'il existe un 8tat de contraintesg respectant les conditions A
423, I1 est donc neécessaire qu'en chaque point des sections 81 d'une
famillef?: il existe un tel etat de contraintes.

I1 en resulte:

- Pour que la volite scit stable sous le chargement {Q), il est
necessaire qu'il existe sur chaque section Si de la famille
une répartition de contraintes normsle et tangentielleo etT
telle gque chaque bloc limité par deux sections consécutives
Si et Siq# soit en equilibre sous 1'action du chargement
appliqgué & ce bloc et telle qu'elle respecte les conditicns
de rTésistance dé&finies au 1.13.

Cette condition est un affaiblissement des conditions 4,123 :
un chargement (Q) pour lequel cette condition est satisfalte pour une
famille & de sections Si n'est pas nécessairement potentiellement sup-
portable. Par contre, il n'est certainement pas suppoartable si cette
condition n'est pas satiefaiie.



fa

On peut done affirmer que si 1'on trouve un charzement TG
pour lequpl cetfe cordition affaiblie n'est pas satisfaite, alors ()
est a l'extérieur du domsine convexe des chargoments potentiellement
supportatles. Four obtenir un tel chargement (¢), i1 fau: danc re-
chercher la valeur nmuximale du chargement . pour laguelle cette condi-
tion est satisfaite.

En outre, on devrait rechercher, pour ocotenir la me:ll@ara
ma1ora+1on, la famille F de sections Si la plus défavorable, c'est-
a-dire celle qui donne le plus petit majorant.

. . ’; 1] - .
I1 est clair gue si F est une sous famille de &F, ie majo-
4 - . .
rant obtenu avec F est supérieur au majorant obtenu avec F.

On retrouve ici des raisonnesments tout-a-fait HHH;OEIPQ a
ceux Utll]SEH dans le calecul 3 la rupture appliqué & 1a mecanigue des
sols (COUS3Y et SALENCON 1970, methode des tranches, +.. .

2.3. Transformation du probléme -~ Deuxiéme condition de stabilite

affaiblie

Seit un chargement (2) tel que la conditinn de stabilité
affaivlie soit vérifiée pour une famille F. Sur une sertion Si de
cette famille, il existe donc une répartition de contraintes normale
et tangentielle 07 et 1T respectant les critéres de résistance.

Introduisons les contraintes généralisées ;

- N effort normal,
- T effort tangent,

- M moment fléchissant.

definies par

distance algébrigque au centre de
: gravité de la section).

i

\ﬁ
9
~L
o
(v
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Or. montre de fagon classique en calenl 8 la ruptura que

- pour aqu'il existe une rvépartition de ceontraintes normaled
et tangentielleTsur la section Si respectant le critére de
résistance de traction-compression, il est nkcessaive que N
et M respectent 1'ineéquation.

N
(2.1) _ | M) < Nk (’i"%g)

ol h est las demi epaisseur de la section et § =a section.

- pour qu'il existe une répartition de contraintes normalee
et tangentielle T sur la section Si respectant le ecriteére
de frottement (g} = Sug)l(‘tl‘\~°"l:gh{’),{lt\-_\fa{a;,,c~ )}. il est
nBcessaire que ¥ et T respectent 1'inéquation.

(2.2) [T < Ny

On trouvera en annexe | la demonstration de ces deux propositions. Ces
inequations sont repreésentées aux figures 7 et 8.

N

) | ¥4 L —r

S\ LA A A

a5k
o N
4
~
TIGURE 7 N FIGURE 8

On noters que si le critére de traction-compression est affai-
tli en un critére de traction seul, on obtient 1'inegalité.

(2:3) (M) < Nh



4
représentée par 1'angle de deux droites M = * N
11 vient alors de fagon evidente la deuxidme condition de stabilité
affaiblie.

Pour que la voute soit stable sous le chargement (@), i1 est
nécessaire que chaque section Si d'une famille & soit soumise & des
contraintes généralisées N, T, M, qui respectent les gquations 4'égui-
libre et les inéguations 2.1 et/ou 2.2 selon la section consideree.

Cette condition est un nouvel affasiblissement de la condi-
tiorn précédente en raison de la non éguivalence des critéres en
contraintes generallseea et en contraintes. On ppdt en falt montrer
(voir ennexe 1} gu'il y a equ;valence eatra le critére en contraintes
géneralisges N et M (2.1) et 1'existence d'une rvépartition de
contraintes normale et tangente o etT'sur la section respectant le cri-
tére de tractlon-compreSSJDn mais cette propriété n'est pas utile
puisque 1l'on fait ici une approche par 1'extérieur de la stabilité.

11 est clair que si cette nouvelle condition rn'est pas
satisfaite pour un chargement (Q), celui-ci ne sera certainement pas
supportable. La valeur maximale de (Q) pour lsguelle cette condition
est satisfaite constitue donc un chargement ertériear au convexe des
chargements potentiellement supportables.

2.4 Coefficient de rupture

I1 est clair que le chargement %) nul est potentiellement
supportable. Il est alors commode pour analyser l1a stabilite d'une
volte d'introduire le coefficient

[ (Q) extrime.

(Q)
(x)
Coefficient de ruptur
. Si F{1 : 1'Bquilibre de 1a volte en géométrie initiale est
impossible
. Si Fp1 : 1a voiite est potentiellement stable sous le chargement
(Q).

11 est slors évident que le chargement maximal (%) respec-
tant la deuxiéme condition de stabilité affaiblie fournira un majorart
Fpde F o Fi = (Eﬁi
(Q)
On aura done a fortiori :
. 81 7. <1 1'&quilibtre de la volte en géométrie initiale est impossible.



3 INTERPRETATION GEOMETRIQUE - LIGNES DE CENTRES DE PRESSION

3 1 - Déefinitions

Soit  une famille de sections (81) (eI d'une voiite soumise & un
chargement (Q). Les familles & considérees & pertir de ce chapitre se-
ront des familles de joints. Il n'est toutetfois pas nécessaire de
considerer des joints pour définir une ligne de centres de pression.

Soit un joint Si : sur ce joint s'exercent des contraintes nor-
male et tangentielle qui déterminent :

- un effort normal Ni,

- un effort tangent Ti,

- un moment fleéchissant Mi,
fes sollicitations peuvent 8tre représentées par :

- leur résultante PBi de composantes normale Ni et tangentielle

Ti,
- le point d'eapplication de ®. sur le jeint & noté Ci et
appele centre d2 pression sur le Joint {figure 10).
™
L
R,
N
A,
FIGURE 10

S¢
La ligne des centires de pressgion associée &
ligne qui joint 1'ensemble des points Ci,l€I. Ce
étre confondue avec la ligne des pressions gul e
des résultantes Ri.

le famille F est la
te Tigne ne doit pas
t iz ligre enveloppe

- Lorsgue I est un ensemble fini, c¢'est une ligne polygonale.

- Lorsque I est le scgment {seg, sed), ¢'est une courbe
paramétrée en s, abscisse curviligne de 1'extrados, qul
peut aveir des discontinuités en présence de forces
concentrées.

ca-;’!



5.
%3.2. - Interprétation geométrique de la deuxiéme condition de stabili-
te affaiblie
La position du centre de pression C; sur le joint S .de mjlieuIi,
d'épaisseur2h: est donnee par I:.¢ = My
N
Or la cona1t10n 2. s'ecrit encore
N, : .
LG o= ﬁ_< /.1.__1) si Ny>o
N: 0 S
(.13
T CChe s¢ Ne=©
Elle signifie donec que le centre de pression Cc ne doit pas etre
“trop loin" du milieu du Jjoint, cette distance é&tant d'autant plus
faible que N[est grand. En outre,”i doit 2tre positif. On peut aussi
metrre cette conditiorn sous la forme : T.C.
LSc NSO Mk‘,g NCC-{,) = U;S(J (/-{——- ':_L“T_l’)
L™
. SL'NL': Q ILC\_‘\‘{ L\La
La traduction graphique de cetie corndition est donnee a la fTigure
11.
)
FIGURE 1]
Mo,
(Il) Effort normal extréme

<036

Joint SL

doit se trouver a 1'inte~

En particulier, < g est infini, alors elle s E““Jt‘M \‘:k 5kNL2¢%
joint S¢ doit &tre

signifie que le centre de pressiocn

ce quil
normal sur le

rieur de la volte et que 1'effort
pesitif.

La deuxiéme condition 2.2. s'éecrit

Gz [Tl <N Y

-/



Elle signifie que Ej ne doit pas etre inclinée 3 plus de l'angle“f

sur la normale ri au joint 3i.

La deuxiéme condition de stabilité affaiblie s'éerit alors :
"pour que la volte soit stable sous le chargement {(Q), il est néces-
saire que pour une famille 9 quelconque de joints, il ¢xiste au moins
une ligne de centres de pression associée & cette famille qul satis-
fasse aux conditions 3.1. et/ocu 3.2. {selon les joints)”.

En particulier, si 1l'cn ne s'intéresse gu'an critére de résis-
tance en traction, il est necessaire que cette ligne de centres de
pression soit interne & la volite sur chaque joint de 1z famille et gque
les efforts normaux correapondants soient tous dea efforts de compres-
sion. Le chargement (Q) maximal pour lequel cette condition est satis-
faite est & 1'extérieur du domaine convexe des chargements potentiel-
lement supportables. :

-

Nous sommes donc amen&s & nous intéresser aux prorietés des
ligres de centres de pression associées a une famille de joints. C'est
1'objet du chapitre suivant ol nous montrerons qu'il est simple de ré-
pondre a la question :

Ftant donne une voiite de géométrie fixée dont le mstériau consti-
tutif n'a pas de résistance i la traction et soumise & un chargement
(Q}, eat-11 possible de trouver une ligne de centres de pression in-
terne & la volite 7

Si la réponse & cette question est positive, nous montrerons
qu'il est possible de traiter le cas d'une résistance & la conpression
finie et du frottement aux joints de la magonnerie.

4. PROPRIETES DES LIGRES DE CENTRES DE PRESSION

Nous presenterons dans un premier temps des propriétés générales
qui résultent ddes équations d'é&quilibre de 1la volite et ensuite nous
utiliserons ces propriétés pour introduire les notions de poussees
maximale et minimale et caractériser les lignes de centres de pression
correspondantes. Ces proprietés seront établies comme i1 a» déia éte
dit au 1.13. pour des chargements symétrigues ou non par rapport 3 le
cle de volite, tels que :

- Les charges verticales sont négstives,
- les charges horizontales sont négatives ({resp. positives)

pour la partie de volite située & droite (resp. & gauche)de
la clé .



L notre connaissance, certaines propriéetés de caractérisatinn des
lignes de poussée horizontale maximale et minimale ont &té donnges par
SCHEFFLER (1857) : il s'agit des propriétées de tangence a 1'extrados
et 3 1'intrados de ces lignes et leur démonstration r'a &té donngée que
dans le cas de charges verticales et de fagon précise pour un charge-
ment symétrigue. La demonstration de ces propriétés esl alors directe
mais le probléme est plus délicat lorsque 1'on considére des
chargements dissymétriques : nous avons donc abord® Je probléme de
facon différente, ce gqui permet d'obtenir des proprigi?s générales qui
s'appliquent sux chargements symétrigues. En outre, on obtient ainsi
des alogorithmes simples de calcul. C'est pourquoi nous présenterons
ici 1'ensemble de la démarche suivie.

Enfin, la famille de joints que nous considérerons pour &tablir
ces propriétés sera la famille de joints index& par le segment (seg,
sed) (Cf.2.1.}. En particulier, gquand nous dirons qu'une ligne de cen-
tres de pression est interne A la volite, cels signifiera qu’'elle est
interne aux Joints de cette famille.

4.1 - Notion de poussée herizontale

Q

Q z Ko ¥
FIGURE 12

Equilibre de la vofite

- -

Soit une volute soumise & un chargement 2 d&fini par sa densité
(au sens des distributions) gq (s} = {(q (s}, q\,{sj, ol & eat 1'abs-
cisse curviligne sur 1'extrados. Les €lements de ri2duction en O :

. . l‘/l



= du torseur des efforts apr11qups sur la demi-vobte de gau-

che sont Q% = Q%\,\ Q%U—) et gok_. ’

- du torseur des efforts appliqués sur la demi-volite de
droite sont Qy = ((Jdk Qgy Vet My k
soient Eg = { Rgh 'R% 1 1a réaction d'appul suar 1a "etambée de 1la
demi-volite de gauche, passant par Xg et fi = de Jdv» ) la réaction
d'appui sur la retombee de la demi-velte de erJte, paSaant par Kd.

L'équilibre des deux demi-volites de droite et de gauche ='écrit,
si 1l'on appelle H, ¥V, M les efforts normal et tangent et le moment
fléchissant s'exercant sur le Joint de cl® {ol I est le milieu de ce

JOlnt)
H

R%‘\ + Q%“:
Demi- vonte Cl _
de pauche %”’* av =

(Ikq A Rl \?, + M

o

Demi-voiite | Rdh — Qgu, — - H

de droite Rov - Qdy=-Y
Iy ~Rd)-E = Mg, - (LO,Qd). & =11

On obtient donc un systéme de € &quations linfaires 3 9 inconnues
la volite est donc une structure 3 fois k.uerstatiqup comme il est
bien connu. Il suffit de se donmer H, V, M 3 la cl® pour 4&finir un
gtat 4’ Bquilibre et une ligne de centres de pression. Il revient au

meme de donner le centre de pression K & la clé et les efforts normal
et tangent H et V.

La résultante des efforts & la ¢l2, de compasante H et V, sers
notee E.

Leffort rnormal & la c©l% est appel® poussée horizontale de la
volite.

Ces &quations n'impliquent pas la nullitd de 1'effort tangent a
la cl& dans le cas d'un chargement symétrigue. Ce n'est que par raison
de symétrie que les muteurs annulent V. Kous ne ferons pas cette sim-
plification.



4.2. - Proprietés générales

4.2.1 ~ Points communs & deux lignes de centres de pression

L'ensemble des points d'intersection de deux lignes de centres de
pression distinctes appartient 3 une droite.

DEMONSTRATION

Soient 2 lignes de centres de pression définies par K1, H1, Vi et
Kz, H2, v2.

Deux cas sont & considérer

1 - Il existe un point K appartenant au joint de clé tel que

KKs ARY _ kenRe ( s0it KK, «His ©Ke . Hy )
Alors ai les deux lignes ont un point d'intersection C, ce point
vérifie nécessairement 1'&galité.
CXa AR - O Ky ATRe

D'ol Q_Kf\g_’JJ_:_K’\EL ou CKa{ 13_:1-12_.&) ©

. StKGg K , Ka#Re  alors O est paralldle au vecteur &
difference entre R4 et Re d'od 1a conclusion

Y Wy o = F<) la conclusion est évidemment identique si
les lignes sont distinctes '

2 - Il n'existe pas de point K appartenant au joint de clé tel
que KKy ARy —kKeg ARe : dans ce cas, on a Kigheet MHaq= Hy.
«Si Eb :.Ek-, les égalités précédentes montrent que s'il existe

un point d'intersection C, CK4 ARAzCKeaR, et KiKe aR4 =2 @1 en
deduit que Hiz He = O et gue C se trouve sur la droite vertiscale
portant le joint de clé. Donc il n'existe pas de point d'intersection.

.S8i EB:#E@—, il existe un point K' n'appartenant pas aun joint de
clé ol les lignes d'action deRiet Re se recoupent.

S'il existe un point d'intersection C des deux lignes, ce point
vérifie necessairement Q__‘__‘C’A(% -Re)- 2 (RB_Re) gtant un vecteur
Bde ligne d'action verticale passant par K' : C se trouve done sur la
verticale de K'. '

REMARQUE 1 :

Nous serons amenés & ne considérer que des lignes compressives, c¢'est
& dire verifiant HO . Dans ces conditions, le point K consjdéré ici
ne sera jamais entre Kl et K.

19.



REMARQUE 2 :

51 le point K' se trouve sur la direction du joint de clé, alors le

point C est unique 8'il existe.

REMARQUE 3 :

Soient deux lignes de centres de pression (K”H‘,Vq) et (W:.jH{JVz) se
coupant en un point C et telles que Re= R + B

Scient C1 et C2 les centres de preasmn Sur - un joint. Le peoint
d'intersection ' des lignes d' actlon de‘RA et Re , résultantes sur ce
joint, se trouve sur la droite (K,®& ). Eneffet KC:L R‘ = "Ca,ﬂ\?- = O par
definition de C1 et C2. M

Or RJC,‘ A ﬁlﬁ': K}‘kh Qi -+ Eﬁ e.‘i' k_c._a A —Rj: ii‘_k!\&f_ + -

Dot K'K A (Re-Ra)z K/K pA-Q.CQFD.

4.2.2. - Propriéte de tangence d la clé - Distinction entre une ligne
des centres de pression et une ligne des pressions

S'il n'existe pas de force horizontale concentrée appliquée
au voisinage de la cl2, (cette possibilité est exclue per les
chargements que nous considérons) la- ligne de centres de pression (K,
H, V) est tangente & la droite de pente V/H et passant par K & la clé
{joint vertical).

DEMONSTRATION

Cette propriéte résulte directement de 1'€quation différentielle
définissant la ligne des centres de pression au voisinage d'un de ses

pointa C
dg - Ye () 9900 4 (L ) 990

cl2c Hc_ X G EoEC

ol \% et T| sont les coordonnées du point d'intersection de la ligne
d'action des forces appliquées 3 la volte aves la courbe extrados
(1'équation est &crite dans le repdre ( Ox, O3 ) ). Si le _joint est

vertical, ]nJ‘n g =petsi Qn est constant doncs’il n'y a pas
de force horizéntale appliqueée au voisinage de C, alors Cig; Vc.
dx 7
He

Ceci montre bien la différence entre la ligne des centres de
pression et la ligne des pressions, enveloppe des résultantes sur les
differents joints.

20.
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4.23 - Positions relatives de deux lignes de centres de pression
distinctes

Soient deux lignes de centres de pression distinctes et compres-
sives. Si elles ont au moins un point d'intersection, ceux-eci sont
alignes sur la droite (K, b)) définie au 4.21.

» Si WiV, l1a ligne (Ko H¢} Va.) se trouve plus proche de la
droite (K,pn} que la ligne (¥qzjnljxhj.

.81 By oW, ok Wa = We. le seul point d'intersection est ¥,

et s1Vy>»>Va., la ligne (¥, Wy, V, ) est au-dessus de la ligne (K_Q_,H{;\f{.)

DEMONSTRATION

Soient deux lignes de centres de pression [ M, Vy et (Kg Hgik)
quiont au moins un point 4'intersection.

Il est clair que si les deux lignes sont partout compressives

- s} la droite d'intersection {K,8) n'est pas tangente & 1'une
des lignes, les deux lignes ne sont pas tangentes au point
d'intersection,

- 81 la droite d'intersection (K,B) est tangente & 1'une des li-
gnes, elle est tangente & 1l'autre ligne

En effet, sl les deux lignes sont compressives, les deux lignes
sont dans un méme demi plan limité& par la droite(k,é;.

FIGURE 13 14
> 2wl @7l -
I1 e%'résulte que les positions relatives de deux lignes par rap-

port & leur droite d'intersection A sont fixdes par leurs positions
relatives & la clé.

3 cas sont & distinguer
1)—K41K2, et ui-{cnz

Les deux lignes étant compressives & la c¢l&, H1elH? sont positifs
et on a par définitiondu point K.

KWy My = KK, Hy

I1 en résulte que la ligne la plus proche de la droite {(K,8) est
celle de plus grande poussée horizontale.



2:]_ KA: 1’{_?_/

Alors Ko K=kget les dmites(KJ@_\)et(Kl&)sont dlans le méme demi-
plan limite rar (&, D)

En outre. on sait que la ligne (¥ HﬁJV¢} ifresp.(K}uzJ\&_}} esnt

tangente & la droite (W, R,) (resp.(K\Re})

Considérons H DMy trois cas peuvent &tre distingués:

FICURE 15

A

— e —
—— — w— .
p— m— | —

I1 est clair que la ligne {K} I'l"l; Vi ) est plus proche de lz
droite {K} A J que la ligne (&, Hy \4 .
= !

8
Lo Na s
H He, 7/
A < 2_:'
/ RE
/ ) FIGURE 16
Re
K / a,
La concluzion est jderntique
Ve Ve &
Ha

FIGURE 17

On montre que la position relative des deux courbtes 1 et 2 est
donnde par le rapport {(R2.n)/AR%W.n} o1 RUet R sont les résultantes
sur un joint proche de la cleé etala normale a la résultante des
efforts extérieurs. Si ce rapport est icnférieur & 1, la ligne 1 est
plus proche de (K, b } que la ligne 2.

Au voisinage de la cl&, N est horizontale : il en resulte que si
Hy~>Hy,, 1a ligne { K, “4,! v, ) est plus proche de la droite {IK,h

.\

que 1la ligne (‘kluqu\/ﬂ,"l
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Donc dans tous les cas, la ligne de plus grande poussée horizon-
tale est plus proche de la droite d'intersection.

3) - K4TF;<.2,-Q/{:‘H¢‘:- u-b

Dans ce cas la droite d'intersection est verticale. Si }<1 est
plus haut que Ky, , la ligne 1 est au-dessus de la ligne 2 avant le
premier point 4'intersection & droite de la clé. 0o en d&duit leurs
positions relatives ensuite.

REMARQUE :

Dans ce cas, le nombre de points d'intersection est au maximum de
2 car il ne peut pas ¥y aveir plus de deux centres de pressicn sur un
r ¥ P
Joint. [i1 y en a 2 lorsque l'on a affaire & des efforts concentrés).

4.24. Propriete de contact avec 1'extrados de la voiite

S5i le' chargement est tel que :

- Lea forces verticales sont dirigees vers le bas {elles sont
alors négatives},

- les forces horizontales sont dirigées vers la clé {elles

sont positives & gauche de la clé& et négatives & droite de
la clé&}.

Alors, une ligne de centres de pression compressive ne peut pas
rencontrer l'extrados au-dessus du point d'intersection de 1'extrados

avec la droite ( L{} \(/H V.

Nous renvoyons pour la démonstration de cette propriéte & 1’ an-
nexe 2.
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4.2.95. Caractérisation d'une ligne de centres de pression compressive

Cette condition, utilisée dans la démonstraticn de la précédente
propriéte, s'ecrit de fagon évidente.

Vo aulpls) (M- Q.. (4)) - ea\Pla) (Vo R (s))p 0

ol s est 1l'abscisse curviligne et kFl'angle du joint avee 1'hori=zon-
tale.

Elle définit un domaine convexe.t3 dans le plan (H, V)

dont on
peut préciser la frontiére.

A H fixe, cette condition s'ecrit en effet

. Si W(%(ﬁﬁoh
VW gy o Qg (s) B50) - Quls))
. 55 \‘F:E { /.S:Dj,
B2 O
siTyf7 T (s <o ),
2

V' Higlpl) - (Qgel gl - Gels))

On en d8duit donc que \/-( H ). est ndcessairement & 1'intérieur du
comment L Ve V]
d )

N May O bgepte - (Qp00) bgo(s) - Qula))]
AL O

View = Mo [H Egd(s) - (R(A) b flr) - va)]

z QO .
T1 est clair que la fonction H._fpvjnv; ( H ) est décroissante et
que la fonction H o \Anxx ( ) est croissante.

11 en résulte jue nécessairement, Il existe une valeur de H.Hm@“

pour laguelleV,, . (H,.) ‘—'\!{mo.,‘( Hui ). Compte tenu de H?O pours = O,
Wia,,, €est positif.

On & les représentations suivantes dans 1le plan (}b‘nf)_
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FIGURE 18 ' FIGURE 19

Probléme dissymétrique Probléme symétrique

H H

{
1 Hm{n
|
U © 5 » V
Dans le «cas d'un probléme sywm&trigue, il est clair que min
{H} = ~ Vvrox {H} et donz pour Huuk ,Viws = Vioy = Vol % = O.
Nous verrons d'ailleurs que dans ce type de probldme, les lignes de

tentres de pression intéressantes vérifient \J =0. la condition de

ompressivitéd s'éerit alors :s< Yo W ot = Max (R (sl Q‘,Lcho*g‘E@ﬂﬂ’
. - A0

Hm'\'n est F.-s.'i:a{-

5i le chargement esat en outre vertical, la condition se limite &
& W7o .

4.3. CARACTERISATION PES LIGNES DE CENTRE DE PRESSION IKTERRES A LA
YOUTE DE POUSSEE HORIZONTALE MINIMALE ET MAXIMALE

T

L'objet de ce paragraphe est de montrer gue parmi 1'ensemble des
lignes de centres de pression internes, il existe

~ une ligne de centres de prassion de pouss@e horizontale
minimale,

- une ligne de centres de pression de poussée horizontale
maximale.

Ces lignes ont des propriétés particuliéres gui seront &tablies
et qui permettent de definir un moyen simple de prouver leur existence
{ou leur non existence) et donc de savoir "si la voflite est stable sous
-le chargement 2".

Nous montrerons d’abord que parmi les lignes de centres de pres-
sicn internes & la volite passant par le point K sur le joint de clé,
il existe une ligne de pousaBe horizontale minimale et une ligne de
poussée horizontale maximale.

4.31. ‘Lignes de centres de pression internes et compressives passant
par le point K

Une ligne de centres de pression &tant deéfinie par le point ¥ et
les valeurs des efforts normal et tangent H etVnous fixsrons d'abord K
et la valeur H et ferons varier V.



4.31.1.- Domaine admissible\TXK, H) pour les lignes de centres de

pression internes passant par K de poussée horizontale H

2 lignes distinctes, done différant par la valeur de 1'effort
tangent & la 1@, n'ont qu'un seul point d'intersection K.

En appliquant la propriétd 4.23. i1 est alors &vident que s'il
existe au moins une ligne de centres de pression interne du type (K [
il existe une valeur maximale et une valeur minimale de V correspsn-
dant & 1'un des 6 cas de figures présentés 3 la figure 20.

REMARQUE :

On notera que lorsgque le point ou la ligne de centres de pression
coupe 1'extirados ou 1'intrados appartient au "dernier” joint de 1la
voute, 11 n'y a pas nécessairement tangence & la courbe d'intradas ou
d'extrados.

4.31.2.- Domaine admissible dG (K) pour les lignes de centres de

pression internes passant par K

Nous faisons maintenant varier la valeur H en maintenant K et
nous regardons comment se "d&forme” le domaine V7 (H, K).

Nous donnerons le détail des démonstrations uniquement pour 1la
courbe-V:wmx (H, X), les démonstrations &tant tout-a_fait analogues
pour la courbeN . {H, K).

4.51.2.1., ~ Variation de VM, (X, H) en fonction de H.

a) - Soit une ligne XFMQ,L (K, Kj du type t.1. tangente & 1'ex-
trados 3 droite au-dessus de l'horizontale du point K.

| - ¢
NN
L3 *
| A
|
1




«IGURE 20

LIGNES DE CENTRES DE PRESSION PASSANT PAR K,
DE POUSSEE HORIZONTALE H ET DE POUSSEE VERTICALE EXTREMALE

27.

Type 1.1 Type 1.2

Type 2.1 Type 2.2




aa) - Une ligne (K, H, max) verifiant \-—\7\-\ Tecoupe la ligne
“(H Vm,g) en K et A. Elle est au-dessus de cette ligne & gauche de la

28,

cle et & droite de la cl& sous l'horizontale de K, en dessous de cette

ligne entre K et A. (S'il y avait d'autres points d4'intersection, ec
particulier & gauche de la cl2, le raisonnement ne serait pas changt’ .

. S5i une telle ligne est mterne, il faut augmenter Vv pour
obtenir la ligne ( W, H"‘ v/ wmax ) Qui sera une ligne de type
1.1, ou 1.2, 51 ¢ ﬂst unn ligne de t_', pe 1.1., on obtient alors

meq.y \7\/“? ?O\_\r H 7H

. Si une telle ligne n'est pas interne, c'est que :

soit elle sort & droite de la cl& par 1'extrados sous
l'horizontale de K : alors il faut diminuer V  pour obtenir
la ligne (e, \A’ \/ma%) qui est nécessairement une ligne de
type t.2. puxsqu elle sera en-degsous de la ligne K;H me)
au-dessus de 1'horizontale de K et au-dessus de cette méme
ligne 3 gauche de la cle,

- soit elle sort & gauche de la clé par 1'extrados (sous la
droite (K, Vmax/W }j : il faut alors augrre'ater V' pour
obtenir une ligne interne. Deux cas peuvent se présenter

- soit en augmentant ¥V , 1a ligne obtenue vérifie d'abord
les conditions de tangence Vimax (1.1., 1.2., 1.3.) et sort
donc de la volute & gauche de la cl& : il n'est alors pas

osaible de trouver une ligne (K, H’ v’ ) interne,
p

- soit en augmentant ¥V , la ligne obtenue vérifie d'abord
les conditions de tangence 'V'm..., (2.1., 2.2., 2.3.)
cette ligne est donc interne & 1a voiite. On obtient donc
Vimea > Vimax et a fortiori V' max '7 Vimax - La ligne
(K,Hr, V’m;_‘_% ) sera soit de type 1.l. so¥t de type 1.2.

CONCLUSION :

/ .
On obtient donc que VimaxDViax pour H’7H . BEn fait, on obtient aussi
que tant queVig. (K, H 7 Vimew (KiH), on peut trouver une ligne |
(K, W'V interne avec WS H.

ab - Une ligne ( K, H') Vimax ) verifiant H'<H sort par
1'extrados & droite de la cl& au-dessus de l'horizontale
de K. I1 faut donc diminuer V pour essayer d'obtenir une
ligne interne. Deux cas peuvent se présenter



- 82it 1la ligre obtenue en diminuant VYV recoupe d'ahord
1'intrados & droite de 1a cl& ou 1'extrados & gauche de la
cle, avant de passer sous 1'extrados & droite de la clé

il est alors impossible de trouver une ligne interne. (e
cas se produit lersgue V (K H )j? V { W, H 3

B, LA |

- soit la ligne obtenue passe sous 1'extrados & drojte et

eat interne. On obtient une ligne du type 1.71. et\ﬂg CVay
ﬁ

CONCLUSION :

Tant que Venax (KO H j,thN (,yH ), on peut trouver une ligne
Ak WiV interne avec W/Z H : cette ligne est du type 1.1. et
\{qu(ﬂ< H’ )<\Aaw< JH)‘

b} - Soit une ligne \Ahax () ) du type 1.2, tangente a 1'ex-
trados 4 droite de la cl? en-dessous de 1'horizontsle du point

72\

FIGURE 22

_..A

Une ligre (¥; W/, th » vérifiant H’>H  est nécessairement
au-dessus de la 11yne LK u ) Vimoux ) au point E donc est extorne a la

volte. Elle peut en outire sortlr A4 gauche de la «1& par 1'extrados
comme dans le cas aa).

- Si elle sort de la volte A gauche de la clé, il es® clair

qu'il n'est pas possible de trouver une ligne interne & 1la
volute (K, B/v/ ),

- 351 elle ne sort pas de la volte & gauche de la clé, il faut
diminusr V pour essayer d'obtenir une ligne interne
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- s0it en diminuant V, la ligne obtenue recoupe 4’ abord 1" ex-
trados 2 gauche de la clé ; il n'est paz possible de trouver
une ligne interne.

Ces deux derniers cas se présentent dés que Vm“;(K;H) 7\{,,,.,&“[](’[.}.)

- s80it en diminuant V, la ligne obtenue passe sous 1'extrados
svant de sortir 3 gauche de 1la clé : on obtient dene une

ligne interne du type 1.2. et V/MQX<VMD% .

COECLUSION :

Tent quevm“x (WoH > Voo (&)H 3}, on peut trouver une ligne

int - }

interne avec W/~ H.Cette ligne est du type 1.2. et on a VNM(K/HJ<VM£<K’H)

- B0it une ligne Vma)‘ (\—(’l H ) du type 1.3, tangente a
intrados & gauche.

Wy W

FIGURE 23

Une ligne (K, H’; Viay) vérifiant Hl) H coupe la ligne (HiH, Vi, )
en K et A.

- . 5i une telle ligne est interne, il faut augmenter v peur obie-
nir (K, ¥\ Vi, J qui sera une ligne de type 1.2. ou 1.%. ou
1.3, On &, en fout cas, qu;‘(?Vﬂmf pour W'y H.

. 8i une telle ligne n'est pas interne, c'est que
- Scit elle scrt & droite de la c¢lgé par 1'extrados sous

1'horizontale de K : il faut alors diminuer V pour obtenir la
ligne (KI}-I’;U:,‘QX) qui sera nEcessairement du type 1.2.
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- S8Snit elle sort & gauche de la c¢lé par 1'extrados : on

retrouve le cas &tudié aa).
CONCLUSION :

Tant que \»/mm,( (K H Y Vel (KOH or peut trouver
interne avec H%H  eF Vingi (K W) > Vinax (K H) e poor
\i%ne. Vmax (K H) est du {'\”.e_, 4.3 .

4+ 91.72.2. Yariation de Ve (Wi H ) en fonection de H

Tes démonstrations sont analogues. Les résultats sont
vants

- Pour des lignes du type 2.1. et 2.2., tant que \/h\o.x
Vi (W W ), il existe H/~>H , qui donne une
terne of Vi, (WG H 3 Vimul (K, H )

- Pour des lignes du type 2.3. tant que VMC{}.{ RH IS Vi (KK
i1 existe HW’/>»4H , qui donne une ligne interne du type 2.3. et

\

on a V.. (W T Vel (G H .

une ligne

N

les gui-

G<1H h}

ligne in-

. Si la ligne Voo (W H ) est du type 2.1, {resp. 2.2.), et
s'il existe une ligne interne Vi ' (W H ) avee B/<CH

alors cette ligne est du tvpe 2.1. {resp. 2.2.7.
23 ¥E 1%

4.%1.2.3. - Récapitulatif : domaine %_{_\:S_'

domaine {(¥ )} des lignes de centres de pression internes
dans le plan (V, H! les formes données & la figuren® 24 . C
tats sont rappelés dans le tableau ci-dessous.

Vi
a A ) A
m A 4.2 A

.
2.4 | Huin il Hmin

Hmin
2.2 ‘" Hmex Hmin
Hmnm Hmu)t.

-23 \-‘mx

X Hmin

tracees
es reésul-

Les ;ropriétés demontrées ci-dessus permettent d'obtenir pour le



FIGURE 24

Hmin

DOMAINE

H 4

Hmax

Hmin

H A

Hmax [~

Hmin

H A

Hmax

Hmin

Vmax

< ¥

Vmin

£ K 32.
Hy
Hmax
@ ou 1.3
Hmin
Vmin Vmoax Q
H A
Hmax
@ 1 ou 1.3
Hmin
Vmin Vmax G
H A
Hmax
Hmin
Vmax _;



L'une de ces configurations est en fait impossitle ai les lignes
sont compressives. En effet, une ligne interne compressive ne peut pas
8tre tangente a 1'extrados de 1a volite au~dessus du point d'inter-
section de la droite ( W, Y/ ) avec l'extrados. COr les lignes de
pouss@e extrémale correspondent a 1'égalité V.l = Veax ¢ i1 en ré-
sulte que 1'on ne peut pas avoir la tangence & 1l'extrados & droite et
8 gauche de la c¢clé& au-dessus de l'horizontale du point K. On ne peut
donc pas avoir & la fois une ligne des types 1.1. et 2.2.

I1 apparait sur le tableau ci-dessus que dans certaines confi-
gurations, il n'est pas encore possible de distinguer entre une ligne
de poussée horizontale minimale ou maximale. Nous allons donc etudier
ces cas.

1} - Tangence & 1'extrados droit au-dessous de 1'horigzontale de K

et a 1 intrados droit.

(La démonstration est la méme pour le cas symétrique.). Nous trai-
tons donce les cas 1.2.+ 2.1, et 1.3.+ 2.3,

Seit (K, W,V ) la ligne tangente en A et B & 1'extrados et
i 1'intradcs. Nous distinguerons les deux cas sulvantis

7.1.~ La droite KA est au-dessus cde la droite KB.
1.2.~ La droite KA est au-dessous de la droite KB.

1.1. = La droite KA est au-dessus de la droite KB.

H ey

FIGURE 25 Mo W7

A

Montrons qu'il a'existe pas de ligne (¥, H};V,; passant par K et
de poussde horizontale W’ inférieure & H interne 3 la voite.

Nous supposerons que la ligne (', W V) ne recoupe pas la droite
( K,V/iH) mais ceci ne change pas le raisonnement.

Si la ligne (W, B,V est interne, elle recoupe la ligne (K, HV)
entre B et A : soit C ce point d'intersection. KU est en-dessous de
Xa.
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I1 en résulte que nécessairement \/esu supérieur & V et gque la
droite (K, V/RH’; est au-dessus de la droite (K,V/H -7 et KC est en
dessous de ces deux droites. Compte tenu de 4.2.3., la ligne fK,[J:Vﬁ
est alors extérieure & la voiite au moins =u point Al

C.Q.F.D.

- - . ; s
Montrons qu'il existe une ligne (YW, W) V') passant par K et de
poussée horizontale H'supérieure & H interne & la vofite.

Cette ligne recoupe donec en un poirtC situ® ertra B et & la ligne
(K, H, vV ), I1 en resulte que nécessairement V7 est inférieur a V et
que la droite { ¥, V4) est en-dessous de la ligne (K, V/H ) et K¢
est en-dessous de ces deux droites. Compte tenu de 4.2.3., il est
alors possible, tant que H’ n'est pas "trop supbrieur” & H (nous ex-
pliciterons par la suite ce terme), de trouver une ligne (W, H/, v’/ )
interne & ls volite.

C.Q.F.D.

Dans la ligne ( K'th V ) est une ligne de poussée horizontale
minimale.

1.2. La droite KA est au-dessous de la droite KB.

Hy i

N v
FIGURE 26 N .

. Montrons qu'il n' ex;ste pas de ligne (KyH’ ;V ) passant par X
et de poussée horizontale H’ supérieure & H interne & la volte. Nous
raisonnerons sur la figure ci-dessus mais le résultat ne dépend vas de
cette configuration particuliére.

Si la ligne K} \’) reste Interne, elle recoupe la ligne (k¥ v)
en u FOJnt C situe ente B et A. KC est au-dessus de KA. Il en résulte
que V7 est nécessairement inférieur a V et que la droite (K VWY est
en-dessous de la droite (K, V/U } et KU est en-dessous de ces deux
droites. (ompte tenu de 4.2.3., la ligne (K, B/ V/ } est alors ex-
terieure 3 la vofite-au moins =su point A.

C.Q.F.D.



Montrons qu'il existe une ligne { K, H' V') passant par X et de
poussde horizontale H/inférieure &8 H interne & la voiite.

Cette ligne recoupe 1a ligne (W, W,V } en un point © situd eatre
B et A. Nécessairement V/est supdrieur & ¥ et la droite (W, V[l est
pu-dessus de la droite ( K’J V/H ) et KC est en-dessous de ces deux
droites. Compte tenu de 4.2.%., il est alors possible, tant que 304
n'est pas "trop inférieure” & H, de trouver une ligne ( K ELAVIEES'
interne 3 la voiite. '

Donc la tigne (K, H,V ) est une ligne de poussée horizontale
maximale.

2 - Tangence a 1'extrados droit au-dessous de 1'horizontale de K et -a
1'extrados gauche au-deasus de 1 horizontale de K.

La démonstration est la méme pour le cas symetrique. Nous trai-
tons donc les cas 1.2. + 2.2. et 1.1. + 2.5,

FIGURE 27

. ‘ . )
. Montrons qu'.ll}n'exlste pas de ligne (A)}H}Vv’') passant par K de
poussée horizontale H supérieure & H interne a la voite.

Une ligne passant par K et vérifiant H’7 H se trouve au-dessus de
1'arc KB si V/*» V ou au-dessus de 1'arc KA si V' V.

Si V/ V, la drolte d'intersection (K, D) est au-dessus des
droites (K,V/Rk } et (K, vy’ ) & droite de la clé donc au-dessus du
point B : la ligne (K, H/, v’/ j est alors plus proche de (W, L ) que
la ligne ( X, K, V) : la ligne ( K, H% v/ ) est alors au moins ex-
térieure & la voiite en B.



. Si VL:V, 1a drojte d'inte;section, (K,b ) est au-dessus des
droites (K, V/H) et {K, V/H) & gauche de la cl& donr au-
dessus du point A : la ligne (K, H] V) est plus proche de
(KJQJ gue la ligne (K, H, V) : la ligne (K, H, V) est alors
au moins extérieure a la vollte en A.

CQFD

. Montrons qu'il existe/une ligne (K, Hf v passant par K et de
poussée horizontale H inférieure & H interne & la vofite.

Une ligne passant par K et!vérifiant HQQ H se trouve au-dessous
de l'arc KB et de 1'arc KA si V/H = V/H dans le cas de figure pré-
senté, (c'est un cas ol la ligne ne recoupe pas sa tangente & la clé
mais le résultat est identique si elle la coupe car le nombre de
points d'intersection entre K et B d'une part et K et A d'autre part
est nécessairement pair.

Donc tant que H”n'est pas "trop infeérieur" & H, on peut trouver une
ligne (K, H/ V) interne & la vofite.
CQFD

Donec la ligne (K, H, V) est une ligne de pouss@e maximale.

On obtient donc les caractérisations suivantes

. Ligne de poussée horizontale minimale. (K,H, V)

. Tangence & 1'intrados droit et & 1'intrados gauche.

. Tangence & 1'intrados droit en B et & 1'extrados droit en A
avec KA au-dessus de KB.

. Tangence & 1'intrados gauche en B et & 1'extrados gauche en A
avec KA au-dessus de KE.

. Ligne de poussée horizeontale minimale (K, H, V)

Tangence & 1'extrados droit et & 1l'extrados gauche sous
1'horizontale de K.

. Tangence & 1'extrados droit sous l'horizontale de K et &
1'extrados gauche.

. Tangence & l'intrados droit en B et & 1l'extrados droit en A
avec KB au-deasus de KA.

. Tangence & 1l’intrados gauche en B et & 1'extraios gauche en A
avec KB au-dessus de KA.
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REMARQUE 1 :

On notera que les domaines représentés & la figure n® 24 ne
dennent pas toutes les lignes internes & la voflite passant par le ,oint
K et que toutes les lignes définies par un point de ces domaines ne
sont pas forcement internes et compressives.

En effet, d'une part, pour obtenir ces domaines nous avons
parfois utilisé la propriété de "compressivitd” des lignes donc il se
peut que certaines lignes internes non compressives n'y soient pas re-
présentées.

D'autre part, les lignes internes compressives sont d&finies par
1l'intersection de ce domaine \az(K) avec le convexe € défini par ls
condition de compressivite.

REMARQUE 2 :

Le cas particulier du probléme symétrique est intéreasant. En
effet, il est eévident que dans un tel probléme&fw~ (KILI):—Van (K, H).
Il en résulte gque les lignes de poussée horizontale minimale et
maximale vérifientV=0et qu'elles vérifient les conditions de tangence
suivantes : -

. La ligne de poussée horizontale minimale passant K est tangente
1"intrados de la volte en deux points symetriques par rapport
la clé (ligne de tvpe 2.1.).

o e

La ligne de poussée horizontale maximale passant par K est
tangente d 1'extrados de la volte ean deux points symétriques
par rapport & la cl&, situs sous 1'horizontale du point K
{ligne de type 1.2.).

“
H my nm b

FIGURE 28
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REMARQUE 3 -

On peut montrer gue le domaine }@(K} eat un domaine convexe. lLa

démonstration en est donnfe & 1'annexe 3. Ce résultat est intéressant
car il permet 1'approche du domaine " {(K) par 1'eunvelopp: convexe d'un
nombre fini de points de sa frontiére.

REMARQUE 4 :

On peut en fait obtenir toutes les lignes internes passant par le

point K par un moyen simple.

En effet, soit K un point du Jjoint de clé et soit un point C

appartenant au joint d'abscisse curviligne s. Par les points K et C,
il passe une ligne et une seule qui a pour poussee horizontale H.

Si X et Y sont les coordonnees de C et Z la cote du point K, 1la

poussée verticale V de cette ligne vaut V = H (Y-Z)+*M ol M
X

est le moment des forces extérieures par rapport a C. Lorsque

le point Cldécrit le joint ¢'abscisse curviligne s, V varie

entre Ve H, K, 8) et V..o (H, K, s) .

Si 1'on fait ensuite varier le joint, on obtient que les va-
leurs de V qui donnent une ligne interne dans toute la volte
sont comprises entre les deux valeurs.

M%} vmin (H, K, s) = Vmin (H, K)

Min Vmax (H, K, s} = Vmax (H, K)

A

Si cet intervalle est non vide, il existe des lignes internes
de poussée horizontale H et passant par K.

Si 1'on fait ensuite varier la poussée H, on obtient 1’ ensemble
de toutes les lignes internes passant par le point K.

Nous n'approfondirons pas plus cette méthode mais nous 1'avons

signalée car elle est analogue dans son principe a la méthode de A.
DURAND CLAYE que nous développerons plus loin (6.4.).

4.32. Lignes de centres de pression internes et compressives

Nous avons donc décrit 1'ensemble des lignes de centres de pres-

gion internes et compressives passant par le point K. Il ne reste plus
qu'd faire varier le poiat X sur le joint de clé pour obtenir 1'ensem-
ble des lignes internes et compressives.
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4.32.1 - Variations de Hmin {K) et Hmax (X;

Nous allons donc examiner commznt se deforme le domaine‘ag(K) at
plus précisemment, comment varient les poussées horizontales minimales
et maximales.

Les démonstrations ne seront exposées icl que pour les lignes de
pousseée horizontale minimale car elles sont analogues pour les lignes
de poussée horizontale maximale.

Elles seron* en outre présentées a l'aide de dessins qui sont
bien entendu des cas particuliers mais ceci n'eniéve rien & la généra-
lite des résultats.

Nous montrerons que

- Si la ligne (K, H, V,) est une ligne de poussée horizontale
minimale dont le premier point de tangence & partir de la clé
se trouve a 1'intrades, {resp. extrados) alors la ligne de
pousaée horizontale minimale passant par un point K’ situé en-
dessous de K, (resp. au-dessus de K) si elle existe, est une
ligne dont le premier point de tangence se trouve a 1'intrados
(resp. extrados) et elle vérifie H'7 H{resp. Hﬁ&H}.

- Si la ligne (K, H, V) est une ligne de poussée horizontals ma-
ximale dont le premier point de tangence & partir de la clé se
trouve & 1'extrados {resp. Intrados), alors la ligne de poussée
horizontale maximale passant par un point K’situé au-dessus de
K (resp. au-dessous de K}, est une ligne dont le premier point
de tangence se trouve & 1'exirados (resp. intrados) et elle
vérifie H'¢ H {resp. H{ H}.

DEMONSTRATION :

39.

Considérons donc la ligne (X, H, V), la ligne de poussé&e horizontale

minimale passant par le point K. Soit K' un point situé en-dessous de K

sur le joint de clé : si Hmin. (K;§ Hmax (Kj,il existe des lignes de
. . F [
centres de pression internes passant par K. Cherchons s il peut en
+ . A - . F - -
exister gqui alent une poussée horizontale H inféerieure & H.

a) - Supposons que le premier point de tangence est situs & 1'in-
trados droit. Deux cas sont possibles

aa) - {'est une ligne du type tangence & 1'intrados droit et &
1'intrados gauche.

/! . 1
Une ligne (K, H: ¥) a necessairement un point 4 intersection
avec la ligne (K, H, V) sinon elle serait extérieure & la volite en 4
et en E.



/
@

N
¥ FIsgne 29 N

Comme erst inferieur & M, la droite d'intersectinn (K?é Y re-
coupe le joint de clé asu-dessus de K. Il est alors facile de verifier
que, guelle gque soit la droite passant par un point K'situé su-dessus
de K que 1'on choisisse, la ligne (Kf H: Vﬁ est necessairsment exté-
rieure & la volite en au moins un point {voir figure n®29).

Par exemple

- (1) et {2) sont extérieures en B,
- (3) et {4) sont extérieures en A.

- R 4 . /. §
I1 en résulte done gue si K est en-dessous de X Hmin (K)ZHmln (KY.

ab; - C'est une ligre du type tangence & I'intrados droit en
B et extradoz droit en A avec KA au-dessus de KB et A
aprés B sur la ligne.

R

y
(£}
A ~ FIGURE 30—
Une ligre (X, H{ Vﬁ & nécessairement un point d'intersection avec
la ligne (K, H, V) entre K et B sinon elle serait extérieure a la voii-
te en B.

Comme H'est inférieur & H, la droite d'intersection (Kf A Y re-
coupe le joint de clé au-dessus de K. Il est alors facile de voir gque,
quelle que s0it la droite passant par un point ¥K'situé au-dessus de ¥
que l'on choississe, la ligne {K! H/ V) est nécessairement extérieure
a4 1a volite en au moins un point {veoir figure 30).

Par exemple
- {1) est extérieure en B,

- {2) est extérieure en A.
- (%) est extérieure en B.

- 2 !
I1 en résulte que si K est en-dessous de ¥, Hmin (K)};Hmjn (K).
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b} - Supposons gue le premier point de tangence est situé a
1'extrados droit. Un seul cas est possible : la ligne
est du type tangence extrados droit en A et intrados
droit en B aves KA au-dessus de KB et A& avant B.

CI /(2

) FIGURE 31

Soit XK un point situe asu-dessus de K sur le joint de clé : si
Huin (¥) £ Hmax (K. Il existe des lignes de centres de pression in-
ternes passant par K’ Cherchons s5'il peut en exister qui aient une
poussée horjzontale H' inférieure & H.

. / . . . ‘. .

Une ligne (X, H: Vﬁ a necessalrement un point d'intersection avec
la ligne (X, H, V) entre X et A sinon elle serait extérieure & la
volite en A.

Comme H’est inférieure & H la droite d'intersection recoupe le
joint de clé au-dessous de K. 11 est alors facile de voir gue, guelle
que so0it la dreite passant par un point k"situd su-dessous de K que
l'on choississe, la ligne (K! H, V) est nécessairement extérieure en
au meins un point (voir figure 31).

Par exemple

- {1), (3}, (5) sont extérieures en A,

- (2) est extérieure en B.

I! en résulte que Hmin (f) ~, Hmin (K}.

7

REMARQUE :

On notera que dans le cas d'une ligne de poussée horizontale
maximale du type tangence extrados en A intrados en B avec KA au-
dessous de KB, nécessairement ie point A se trouve aprés le pocint B en
suivant la ligne & partir de la clé.
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4.32.2. ~ Domaine (g, H, V) des lignes de centres de pression internes
et compressives '

Nous avons vu gque pour chagque point K de cdte z appartenant au
joint de clé, om peut définir un domaine®K), donnant les lignes de
centres de pression “internes”™ a la voute, défini dans le plan {V,
H}). Ce domaine permet de définir des poussées horizontales minimale
Hmin {g) et maximale Hmax {%). Nous avons vu les variations des fonc-
tions g—Hmin (g)et %, —>Hax (5). Nous pouvonsg donc tracer le domaine
(%, H, V) des ignes internes, le domajne des lignes internes et
compressives étant 1'intersection ie ce domaine avec le domaine conve-
xeﬁfNous donnons & la figure n* 32 les différentes formes possibles du
domaine (%. H} limité par les courpes Hmin et Hmax. Il faut remarqusr
gue ces domaines peuvent €tre "tronquds” par les droites 2 = znax (ex-
trados) et L = zmin (Intrados}.

Nous n'&tudierons pas en détail si toutes les configuraticns
definies par ces domaines sont possibles. A priori, on peut en tirer
les conclusions suivantes :

. Il existe une ligne de pousseée horizontale minimale et une
ligne de poussée horizontale maximale. Ces lignes sont uniques
st toutes les lignes du domaine (%. H) sont compressives.

. Les lignes de poussée horizontale extrémales traversent au
moins deux fois 1'épaisseur de la vol*e {on retrouve ici une
propriété énonceée par SCHEFFLER (1857))et ont au moins trois
points de tangence avec 1'extrados et 1 intrados.

. Les lignes de poussée horizontale minimale et maximale ont

1l'une des propriétés de tangence présentées aux figures n®33, 3.

Lorsque les domaines sont trongués, les lignes de centres de
pression correspondant & la c¢Ote de troncature sont tangentes sur le
joint de cle soit & 1l'extrados scit & 1'intrados. Dans le cas ol une
telle ligne & une poussée horizontale extrémale, cela wmodifie 1les
schémas présentés mais une telle ligne a encore au moins trois points
de tangence avec 1'extrados et 1'intrados.

REMARQUE 1 :

+

Les domaines traces dans le plan (%, H) sont des domaines conve-
xes. La demonstration en est donnée & 1'annexe n° 4.
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FIGURE 32

DOMAINES DE STABILITE (z,H)

Z Max

z min

Z min
H H
Z A z H}
z max
z max
z min Z min
H H
Z A
Z max |-
z min

Hmin Hmax H
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FIGURE 33

I ,/ AC Hmin
BC Hmin
« configuration symétrique

AC Hmax
80 H min

I A8 Hmin
8C Hmax
« configuration symétrique

AB Hmin

CoD Hmax

LIGNES DE POUSSEE HORIZONTALE MINIMALE

AC Hmax
BC Hmin
+ configuration symétrigque

AB Hmin
BC Hmin
+ configuration symétrique

8BC Hmox



FIGURE 34

LIGNES DE POUSSEE HORIZONTALE MAXIMALE 45.

BC Hmox . AC Hmox
AC Hmax BD Hmin
» canfiguration symétrigue

BC Hmin AD Hmin
AD Hmax 8C Hmax

AL Hmox A8 Hmin

BC Hmin 8C Hmax
+ configuration Symétrique + configuration symétrigue



RFMARQUE 2 :

On notera que lorsque le point ou la ligne de centres de pression
coupe 1l'extrados ou 1'intrados appartient au "dernier” joint de la
voite, i1 n'y a pas nécessairement tangence & la courbe d'extrados ou
d'intrados.

REMARQUE 3 :

Le cas particulier des charges symétriques est intéressant & Btu-
dier. .

Nous savons que les lignes de poussée extrémale & une cote z sont

de deux types seulement

- poussée minimale : tangence intrados-intrados,
-~ poussée maximale : tangence extrados-extrados & une c¢dte
inférieure & %. :

Le domaine (%, H) a alors une seule configuration possible (sans

46,

tenir compte des troncatures de limitation en z; donnge & la figure n®33.

FIGURE 35

W

/ Les lignes de poussfes horizontalesextrémales sont tangentes {cu
sécantes s8'il s'agit du dernier joint) par demi-volte en un point A
1'extrados sous la cdte et en un point & 1'intrados. Le ppint d'ex-
trados oud'intrados est le joint de ¢l@ s'il y a troncature du domaire
par la cdte. Nous ne présenterons pas ici les deémonstrations des pro-
priétés de caractérisation de ces lignes, qui ont d'ailleurs &té
donndes par SCHEFFLER (1857), (dans le cas d'un chargement verticsal).
Ce sont lea suivantes

. La ligne de poussée herizontale minimale peut etre de deux
types : le point A de tangence & 1'exirados est au-dessus du
point B de tangence & 1'intrados, leguel peut 2tre situé
avant ou aprés B en parcourant la ligne depuis la clé. Ffr
outre, elle passe 3 la cBte maximale a la clé,



. La ligne de poussée horizontale maximale est d'un type
unique : le point A de tangence & 1'extrados est su-dessous
du point B de tangence & 1'intrados, lequel est toujours
situé avant A en parcourant la ligne depuis la clé. En
outre, e¢lle passe a la cdte minimale & la clé.

Ces propriétés sont d'ailleurs tout & fait analogues aux proprié-
tés trouvées pour les lignes de poussée horizontale extrémale passant
par le point K du type de tangence extrados-intrados.

4.33. ~ Caractérisation de la ligne des centres de pression lorsque
l1a deuxieme condition de atabilite affaiblie est atteinte
{critére de tractiom)

Lorsque la deuxiéme condtion de stabilitée affaiblie est atieinte,
il n'existe plus qu'une seule ligne de centres de pression interne 3
la voute. Cette ligne vérifie donc Hmin = Hmax : c'est une ligne de
poussée horizontale minimale et maximale. Elle posséde donc les carac-
téres de tangence de ces deux types de ligne. Nous ne donanerons pas
ici toutes les formes possibles de cette ligne mais un caractére
essentiel en est gqu'elle posséde au moins quatre points de contact
avec 1l'intradeos et 1'extrados, alternativement & 1'intrados et & 1'ex-
trados.

L'interprétation de cette "forme” est trés simple. Cette condi-
tion de "tangence” a &té démontrée dans 1'annexe 1 en utilisant un
champ de vitesses simple : la section ol se produit la tangence est en
rotation relative par rapport & la section précédente. Le centre de
rotation se trouvant sur l'extrades ou 1'intrados. Il en résulte que
le "mécanisme de ruine" de la volte est un mécanisme par blocs au nom-
bre de 5, tournant autour des 4 arétes ainsi définies. Nous avons mis
le mot "meécanisme de ruine” entre guillemele puisque thdoriquement ce
mecanisme n'a rien de réel. Il est néanmoins sembladble A& ce qui a &té
conataté lors de multiples expériences.

Le "schéma de ruine” est different lorsque 1l'on & affaire & un
probléme symétrique ol l'on a au moins 5 points de contact si 1I'un
d'eux se trouve sur le joint de clé et 6 s'il n'y en a pas sur ce
Jjoint. -

On retrouve donc que cette methode d'approche consiste
effectivement en une approche par 1'extérieur : ¢'est la méthode duale
de la méthode utilisant des champs de vitesses correspondant & des
mouvements deblocs.

4.34. - Une propriété utile des lignes de poussée horizontale minimale
et maximale passant par le point k appartenant au joint de
cle

Nous avons vu que par un point K appartenant au joint de clé,
8'i]l passe une ligne de centres de pression interne & 1la voiite, il
passe une ligne de poussée horizontale minimale et une ligne de
poussée horizontale maximale. Ces lignes ont au moins deux points de
contact avec les contours de la voute et nous avons différencie ces
lignes suivent la position de leurs points de contact.



Nous allons montrer les propriétés suivantes

-~ Toute ligne de centres de pression passant par le point K,
tel que Hmin (K).S: Hmax (K),et rencontran:t en deux points
1'intrados et/ou l'extrados de la voiite,

-~ & une poussée horizontale inférieur & Hmin (£} si ces deux
points verifient les propriétés de tangence d'une ligne de
poussée minimale et est extérieure & la volte en au moins
un point,

- a une pousseée horizontale superieure a "max (¥ si ces deux
points vérifient les propriétés de tangence d'une lmigne de
poussée maximale et est extérieure & la volte en au moins un
point. '

DEMORSTRATION :

Nous ne présenterons la démonstration que dans un seul cas.

Supposons que la ligne de poussée minimale passant par K soit une
ligne du type tangence intrados droit-intrados gauche.

w8

MR
FIGURE 36 -

Soit (K, H, V) cette ligne et soit (X, H: v) une sutre ligne
passant par X vérifiant H H.

Comme H’est supérieur & H, la ligne (K, H, V) sera toujours plus
proche que la ligne (K, H, V) de la droite d'intersection qui passe
par K.

. 5i les deux lignes ont un seul point d'intersection, donc K, il
est clair que la ligne {K, H) V) est externe et qu‘elle ne peut
pas couper les contours de la volte soit & droite et & gauche
de la cl& & 1'intrados soit d'un méme ¢Oté& de la ¢l& & 1'intra-
dos et & 1'extrados.
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» Bi les deux lignes ont au moins deux polnts d'intersection,
nous raisonnercns sur le cas particulier de 1z figure n'
mais le cas est généeral.

a} - soit la droite d'intersection est la droite KC! (cas 1)
(K, H! v} est donc

~ au-dessus ‘de (K, H, V) & gauche de la clé et ne peut done
pas couper 1'intrados,

- entre KC1 et (K, H, V) entre X et C1 et peut donc couper
1'intrados en D si KC! est en-dessous de 1'intrados. Elle
peut egalement couper 1'extrados en E mais en-dessous de KC'
aprés le point C1. Il en résulte que KD est au-dessus de KE
et gue cette ligne vérifie les propriétés de contact d'une
ligne de poussée maximale.

b) - Soit la droite d'intersection est la droite KC2 (cas 27
(K, H V% est donc

- au-dessus de (K, H, V) & gzauche de la clé et ne peut donc
'~ pas couper 1'intredes,

- entre KC2 et (K, H, V) entre ¥ et 02 : elle coupe donc 1'in
trados en 2 paoints situés de part et d'autre de B et peut
ensuite couper 1'extrados aprés 2. La conclusion est alors
identique au cas précedent.

Les conclusions sont @videmment semblables sl 1'on considare des
droites d'intersection de pente négative.

Nous avons donc montré sur ce cas particulier la premidre partie

de la propriété. lLa seconde partie est par ailleurs Evideante. Si 1la’

ligne &tait tangente aux deux points, elle serait une ligne de poussée
minimale gui est unique donc elle est seécante en au moins 1'un des
deux pointa.

CONSEQUENCE :

Supposons que la famillejrést la famillefgge joints index&e par
I = (seg, sed). (C'est, comme nous 1'avons signald, cette famille qui
définit les lignes Internes & la vofite dans cet exposé).

Soit K un point appartenant au joint de clé.

S'il existe une ligne interne & la vofite passant par K, il existe
une ligne de poussée horizontale minimale et une ligne de poussge
horizontale maximale. 11 est facile de leas encadrer comme sult : Par
trois points, il passe une et une scule ligne de centres de pression
(sauf si les trois points sont alignés) : )

49,



- Soit une scus famille finje‘QZindexée par T = {1, n } de
joints.
- Soit A un point du Jjoint i appartema:” a3cit a 1l'intrados

soit A 1L'extrados.

- Soit B un point du joint j appartenant aocit & 1 intrados
soit & 1'extrdos.

Le triplet (K, A, B) d&termine une ligne (K, H, V) donc une pous-
see horizontale notee %Fk(A, B}. Il résulte de ce qui précéde que
"

. Hmin (K) = Max%!-l (A, B)\AEjoint i, B€joint j, A et B
$ ezl gk
Verifiant ladpropriété de “contact" d'une ligne de poussée hori=-
zontale minimal%}

et Hmin (K) & Hmin {K) {= Hmin _.{K)).
‘f\ ., h A %

. Hmax JK) = Min {H (4, B)\AEjojnt i, B&joint j, A et B

xgi LET Fox

- . EI .- - n "n ] - - +

Verifiant la %ropr; te de "contact” d une ligne de poussee hori-
zontale maximale}

et Hmaxg,“(x)?/ Hmax (K) (= HmaXﬁ (X)),

Si Hmjngg(K)é Hmaxg {K), il existe au moins une ligne interne
a la famille de jointsﬂ?passant par K mais pas nécessairement a
la famille de jointsJd.

. Il en resulte que s'il n'existe pas de ligne interne & la sous
famille ¥, il n'existe pas de ligne interne & la familleﬁ{et la
volite est certainement instable.

On dispose donc d'un moyen simple de "détermination” des lignes
de poussées extrémales en n'omettant pas la condition de compressivité
des lignes qui peut, eventuellement réduire le domaine (z, H, V}.

5 - METHODE DES LIGNES INTERNES POUR LA DETERMIRATION DE LA "STABILITE
D UNE VOUTE™

lLes developpements présentés au chapitre 4 permettent de définir
pour une voite de geometrie donneée, scumise & un chargement Q donne le
domaine (z, H, V; des lignes de centres de pression internes et
compressives pour la famille de joints .

Nous avons vu au § 3.2. que pour que la voite solt stable sous le
chargement Q, il est néceasaire qu'il existe su moins une ligne de
centres de pression asscciee a la famille 3fcpn satisfasse les
conditions 3.1. et 3.2.



S'il existe une ligne qui satisfasse la condition 7.', le domaine
(% H, V) est non vide., Dans ce cas, on peut rechercher sir 1'ensemble
des lignes "appartenant” & ce domaine les Upgnes qui satisfont la
condition 3.1. compléte.

5'il existe au molns une ligne qui veérifie le zritére de résis-
tance en compression, il existe alors une ligne de poussée horiszontale
minimale et une ligne de pouss&e horizontale raximale veérifiant ce
critére. On peut raisonner de la méme maniére que pour les lignes
internes, c'est-d-dire

- Rechercher parmi les lignes gqui passent par un point K appar-
tenant au joint de cl& et de poussée horizontale H fixee, les
lignes de poussee verticale minimale Vi (K, H,op) et maxi-
nale V, (K, H a‘) qui respectent le critére de resistance 3 la
compression. Tant que Vming (X, H,0o )€ \Qm$g.(K H, o ), il
existe de telles lignes. Cg; lignes attelgnent la contrainte de
compression limite & en su moins un peint.

- Les lignes passant par K et de poussées horizontales minimale

et maximale vérifientVin(X, Hming_—(l(),ﬁ,) =\/mcng(K, Hmins.(K;G;)
et Vmn (X, Hma (K)’a:_.,) = Vma;siK, Hmaxg;(K),a"g).
Ces lignes atteignent la contrainte de compression limite en au
moins deux points dont les positions sont analogues a celles
des points de ‘tangence des lignes internes de poussees
horizontales minimale et maximale.

Tant que Hml‘ng:(}{)é Ht“narg:(K)' il existe de telles lignes.

- 11 suffit ensuite de faire varier le point K pour obtenir les
lignes de poussées horizontales minimale H,. et maximaleH ’
: p Mg Mg

La methode de calcul gue nous proposons est la suivante

~ On definit le domaine (20, H, V) des lignes internes et compres-
sives.

- 8i ce domaine n'est pas vide, il faut s'assurer qu'il existe au
moins une ligne de centres de pression interne et compreasive
vérifiant complétement la condition 3.1. On procéde comme suit:
- Soit une ligne de centres de pression (Mi, Ni)tcl'assocjée a

la famille de joints gﬁet anit la fonction

S VLG

Cette fonection a un maximum hg:a¢t91nt peur au moins un joint de

la femille pour la ligne considéree " §, eat une fonctlon de ? H et
V. :

sl.



- 8i le minimum de ) % H, V} sur le domaine ( H, V) dea
lignes internes et compress¢ves est inferieur a 1 alors it
est possible de trouver une ligne qui satisfasse 1a
condition 3.1. et la valeur minimale delhg' 2st 1'inverse du
coefficient de rupture relatif & la condition 3.1.

I1 est en effet facile de volir que &I % ligne de centrea de

pre331on { est définie pour un chadgement (Q} la ligne {g, kH,

est re ?atxve au chargement (kQ) : ces deux lignes sont identiques

et les valeurs de la fonctJonQ;elatlves & ces deux lignes sont dans le
rappert k.

31 donc ce minimum est inférieur a8 1, il est ensuite facile
de calculer les lignes de pousseées horizontales minimale et maximale
respectant le critére 3.1. : ce sont des lignes Véfifiﬁﬁt%? 1.

n

Le traitement numérique d'une telle méthode est simple : dans ce
traitement, on distinguera la discrétisation prévue par la théorie en
joints et la discrétisation de caleul numérique, en particulier pour
le caleul des chargements.

REMARQUE 1 -

Il est possible de traiter avec une telle méthode une volite non
homogéne dans le sens des abscisses curvilignes, Il suffit en effet de
considérer la fonction

s o - ::fij //( _RL._ [h{L\)

Tov

oﬁ(ELest la résistance & la compression sur ls joint i.

REMARQUE 2 -

La methode des lignes internes permet d'atteindre les lignes de
centres de pression de poussée extrémale, asussi bien pour le critére
de traction seul que pour le critére de traction-compression. Ceci est

d'un grand int@rdt pour le calcul de la stabilité des appuis des la
volite.

REMARQUE 3 :

Une méthode analogue peut &tre developpee pour prendre en compte
le critdre de frottement. Supposons determing le domalne des lignas de
centres de pression satisfaisant a la condition 3.!1. par la méthode
décrite ci-dessus. Pour chague ligne (a, H, V} on recherche le maximum
t de la fonction

| TC
e T
* N; tgfe
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ou kﬂ;est 1l'angle de frottement associ& au joint 1. Ce maximum t est
atteint pour au moins un joint de la familléf? t est une fonction de
, H, V. 8i le minimum de t (g, H,V) sur le domaine des .ixnes satis-
alsant & la condition 3.1. est inférieur & 1, alors 1l est possible
de. trouver au moins une ligne qui satisfasse la condition %.2. On peut
alors determiner 1'ensemble des lignes qui satisfont les deux condi-
tions 3.1. et 3.2. simultanément : le minimum deéﬁur cel ensemble est
1'inverse du coefficient de rupture. Il est en effet =2lair que =i la
ligne (@, H, V) relative au chargement {Q) v&rifia la condition 3.2.,
pour un®chargement (kQ))on pourra considérer la ligne (%3 kH, kV) et
cette ligne verifiers la concimion 3.2., les deux fonetions i _oswti
pour ces deux lignes etant egales.

6 ANALYSE DE QUELQUES METHODES DE CALCUL EXISTANTES

Nous n'examinerons que des méthodes s'apparentant au calcul & la
rupture et nous excluerons des thécories "inéfflicaces” comme la theorie
du coin (LAHIRE, ...).

6.1. ~ COULOMB (1773) Application des régles de maximis et de minimis
& quelgues problemes de statique relatifs a 1 architecture

Rappelons ici brigvement 1'esprit de cette theorie

. Scit une portion de voiite ABCD ou CD est le joint de clé
{figure n° Yo

COULOMB fait intervenir le frottement et la cohésion du matériau
{ou de 1'interface) constituant les joints de la volite.

|

FIGURE 37

Il montre que la valeur de la poussée horizontsle H A la clé (le
chargement est symétrique) nécessaire pour "amorcer” le glissement le
long d'un joint GI est telle gque ce "mede de rupture” ne peut prati-
quement pas se produire.

Il en conclut que si le critére de réaistance est atteint sur le
joint GI, la rupiure se produit par rotation de la portion CDGI de 1la
volite autour de 1l'ardte G ou de l'aréte I.




» Boit P est le poids de cette portion CDGI

- la rotation se produira en G si
He Ho P LS
1= QG

- la rotation se produira en I si

_ PL
H- H.S_: % F'E?

COULOMB montre alors que

. lLa valeur minimale de 1ls poussée horizontaile H peut étre
obtenue en faisant varier le joint GI (c'est alors le maximum
de H1) et le point d'application de H & la c¢lé qu'il ne place
gqu'en C ou en D.

. La valeur maximale de la poussée horizontale peut &tire obtenue
en faisant varier le joint GI (c'est alors le minimum de H2) et
le point d'application de H & le ¢1® qu'il ne place qu'en C ou
en D.

I1 en déduit la position des "joints de rupture” et & la limite
de stabilité, la division de la volite en quatre portions.

COULOMB prend en compte &galement la reésistance finie & 1la
compression du matériau puisqu'il remarque que la résultante des
pressions doit s'écarter assez de 1'aréte de rotation des joints, pour
eviter 1'écrasement de la partie avoisinante.

Nous ne partageons pas le sentiment de PONCELET (1852) qui, aprés
avoir evoqué les reégles etablies par COULOMB pour éviter 1'&crasement
des magonneries, ecrit

"La généralite et le vague dans lesquels COULOMB s'était renfermé
sur ce point (& savoir : 1'&tendue de la surface réelle d'appui entre
deux voussoirs et la répartition des pressions sur les joints qui
restent indéterminfes) et celui qui concerne la position de la poussée
8 la clé, le @d&faut méme d'exemple ou de toute application des
principes & des cas spéciaux, suffisent pour expliquer comment les
belles et wutiles conceptions de cet illustre Ingenieur &taient
demeurees, jusque dans ces derniers temps, en un complet oubll, malgre
leur valeur scientifique et pratique”.

En fait, avec les moyens de scn &poque, COULOMB a fait exactement
le raisonnement du calcul & 1la rupture en mélant tout & la fois
1'8quilibre et la cin®matique de la ruine mais son approche est
correcte.



C'est cette approche que nous avons developpée, en donnant une
methode de détermination des poussées horlzontales minimale et maxi-
male.

6.2, ~Epure de Méry (1840)

Il existe de nombreuses variantes de 1ls méthode dite de 1'epure
de MERY mais comme MERY a présent? sa méthode dans un article publi@
dans les Annales des Ponts et Chauss@es en 1840, nous nous reférerons
d'abord & cet article. Signalons comme le signale FOURNIE (1864), que
cet article @tait d&jd reédigé en 1833 : i1 n'as subi par la suite que
quelques modifications.

L'hypothése de base du mémcire de MERY est gque la volite est
"découpée” en un nombre infini de joints plans et que les vousscirs
n'ont aucune adhérence entre eux.

Les conclusions de MERY sont les suivantes dans le cas d'un
probléme symétrigque

L'intradocs et l'extrados forment deux limites dont 1la
courbe des pressicns ne doit Jamais sortir, et, Jlorsqus
cela arrive, 1'gquilibre est impossible” (critédre de
traction).

- I1 faut que la courbe des pressions (identique & la ligne
des centres de pression) soit assez loin de l'extrados et
de 1'intrados {critdre de compression). Nous expliciterons
cette phrase ci-dessous.

- La courbe des pressions donne 1la mesure de la tendance au
glissement, par 1'inclinaison sur chaque "joint" {la
tangente de 1'angle de frottement est prise égale &
0,50). MERY admet ici qu'il faudrait en fait examiner
1'inclinaisen de la résultante sur le joint et non
1'inclinaison de 1la courbe mais il considére 1'ap-
proximation suffigante”.

- " Il suffit, pour la solution du probléme d'equilibre des
voiites, de considérer deux positions extrémes (de 1la
courbe des pressions), qui correspondent 1'une au maximum
de la poussee et 1'autre zu minimum”.

Le tracé de ces courbes de pression limites est fait par tétonne-
ments. MERY donne, dans le cas ol la résistance & la compresaion
serait infinie, le nombre de points de ‘tangence & 1'extrados et a
1'intrados de ces courbes. On notera gu'ellss ne sont pas nécessaire-
ment tangentes & la clef & 1'extrados ou & l'intrados, bien gque ce
soit un cas trés fréquent.



Si en outre on tient compte de la résistance & i: compression des
matériaux, la courbe des pressions sera renferm®e cens des limites
plus resserrées que celles du contour de la volite. Ta distance au
contour de la volte est fixBe par MERY & partir de la Irise en compte
d'un comportement &lastique des matériaux (répartition trapeuoidale on
triangulaire des contraintes normales au joint) : elle doit &tre telle
qu'elle puisse supporter les deux tiers de la pressicn 3 laquelle est
expos® le Joint {c'est dans cet article que 1'on trouve le “taux de
travail” admissible des magonneries &gal au dixidme de la résistance a
la compression du matériau).

L'approche de MERY est donc identique dans 1'esprit & celle de
COULOMB et a celle que nous présentons.

- 31 1'on ne considdre que le critdre de résistance a la
traction, c¢’est une approche par 1'extérieur mais la méthode
n'est pas precisée suffisamment : la caractérisation des
courbes de poussée maximale et minimale est surtout laissée
au savoir faire et & 1"intuition de 1'Ingénieur.

- S8i 1'on considére le critére de résistdnce en
traction-compression, ia COﬂdlthﬂ de stabilité donnee par
MERY &quivaut & dire quéij e XK (A~ & L3 ) alors que nous
avons montré que 'si l'on he pouvait paa %rouver une ligne de
centres de pression verifiant partout ed h (1*—3), alors la
volite Btait certainement instabdle. La cond;tlon donnée par
MERY é&tant plus d&favorable, son approche n'est plus une
approche par 1'extérieur. Remarquons cependant que cette
"perte de signification" n'est due qu'd8 uwne mauvaise
appréciation de 1l'effort normal "limite" en fonction de 1la
résistance & 1la compression. Fn outre, la résistance
"admissible” adopt& par MERY est &gale au dixieme de la
resistance A la compression mais c'est 1& un autre probléme
que nous n'@vogquerons pas ici.

La méthode de 1'¢pure de MERY, (qui doit son nom & la construc-
tion graphigue de la courbe des pressions qui lui est associée) a par
la suite été denaturée puisqu'elle est géndralement présentée comme
suit :

. Soit une volte de géométrie fix€e soumise & un chargement (Q)
et dont le matériau n'a pas de résistance & la traction et a
une reésistance A& la compression .

I1 est toujours possible de trouver une ligne de centres de pres-
sion passant par deux ou trois points fixés a 1'avance selon gque le
probléme est symétrique ou dissym@trique. les poinis choisis sont les
suivants, en général :



- Dans le cas d'un probléme symétrique
. le tiers central supérieur a las cleg,

. le tiers central inferieur aux “reins", c'est & dire une
position dépendant de la forme de la volte et fix8e pour les
voltes en plein cintre & 60° par rapport au ioiut de clé.

- Dans le cas d'un problédme dissyme*rigue
. le milieu du jolnt & la cl8&,

» le tiers central inférieur aux reins sjtués du cdté sur-
charge.

Ces points de passage imposes, autres que celui de la ¢lé, sont
situés sur les "joints de rupture"”. Dans certaines méthodes, ils sont
situds aux naissances (Ecole Allemande de la fin du XIX2me sidcle),
dans d'autres {par exemple CROIZETTE-DESNOYERS 1885) leur position
n'est pas fixée a l'avance : elle est déterminfe comme suit

- Dans le cas d'un probléme symétrigque

On peut tracer & 1'intérieur de la volte le fuseau du tiers
central. On cherche la ligne passant par le point supérieur de
ce fuseau & la ¢l& et tangente & 1'intrados de ce fuseau. le
point de tangence fixe la position du Jjoint de rupture et 1la
poussée horizontale correspondante est celle qul =sera prise en
compte dans les calculs.

La voute est ensuite découp®e en un certain nombre de voussoirs
plus grands que les voussoirs réels afin de ne pas trop compli-
guer les calculs. Elle sera déclarée stable si

. La ligne de centres de pression determinée ci-dessus reate &
1'intérieur du tiers central 3 1'exception toutefois de quel-
ques points.

. La contrainte normale aux joints ne dépasse pas le dixiéme de
ia contrainte de rupture en compression simple du matériau . la
contrainte normale maximale est calcul@e par un calcul &las-
tique du type béton armé, c'est & dire avec une répartition de
contraintes trapézoildale ou triangulaire.

On voit apparalitre dans cette méthode d'approche de 1la stabilité
d'une volite des considérations d'élasticit®, ce qui n'est pas é&tonnant
&étant donné le développement de la théorie de 1'€lasticité au XIXéme
siécle. On peut lui fajire les critiques suivantes
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1) - La ligne de centres de pression considérée r'est pas néces-
sairement une "bonne” ligne : le fait d'imposer le point de
passage 3 la clé fausse la méthode. On ne pourra pas prouver
gu'il n'existe pas de lignes de centres de pression véri-
fisnt .... Néanmoins, i1 faut soulignez Zu'a 1'époque ol
1'on construisait encore des wvoltes. c¢'@tait une mé&thode
utilis@e pour la mise au point 4'un wrojet : dans ce cas,
cette ligne existe. Par contra, on 1tilise encore cette
méthode pour la verification des vaUtes : alors cette métho-
de pourra conduire & des conclusions d'instabilité dans des
cas ou la volte serait stable.

2) - La condition de ligne interne eu tiers central est souvent
invegquee pour respecter le critére de résistance & la trac-
tion (NAVIER 1816 par exemple). Elle résulte evidemment de
la theorie de 1'elasticité. C'est une condition qui fait

egalement perdre le caractére d'approche par 1'exterieur a
la methode.

3} - La condition de résistance & la compression résulte aussi de
la théorie de 1'&lasticité. Elle fait aussi perdre le carac-
tére d'approche par 1'extérieur & la méthode. Une fois
encore, nous n'évogquerons pas ici le probléme de la résis-
tance admissible considérée. On ne peut en tout cas pas lui
donner la signification d'un coefficient de rupture.

Ces trois points doivent conduire 3 l1'elimination de la méthode
de 1'épure de MERY comme "mesure” de la stabilité potentielle d'une
voiite.

6.3. - SCHEFFLER : Traité de la stabilité des constructions - (1857)

SCHEFFLER considere dams un premier temps que le matériau consti-
tutif de-la volte n'a pas de résistance & la traction et a une résis-
tance 4 la compression infinie. Il traite egalement de la condition de
frottement mais la considére comme peu importante, comme le font en
général tous les auteurs.

11 affirme alors que pour que la volte puisse demeurer en equili-
bre, il faut que la ligne des cenires de pression soit intérjeure & 1la
volite sur des joints fix&s au prealable et que la résultante sur
chacun de ces joints fasse avec la normale un angle inférieur 4a
1'angle de frottement. Il s'agit donc bien d'une approche par 1'exté-
Tieur.
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L'interét du traité de SCHEFFLER réside dans les caracterisations
qu'il donne pour les lignes de centres de pressinn d2 poussée minimale
et maximale qu'il donne dans le cas des problémes symétrique et dissy-
metrique pour des chargements verticaux. Mais 3] ne donne pas de
méthode pratique simple {les moyens de calcul v'&i=.znt pas slors les
mémes que ceux d’aujourd'hui ') pour leur tracé et de plus, dans le
cas de probldme dissym@trique, cette caractBrisation est insuffisante.
En fait, il n'est pas passe par 1'intermédiazire des lignes de pousseée
horizontale extrémale passant par un point donné a la cl& et le pro-
bléme devenait alors trop complexe.

SCHEFFLER évoque aussi le critére de résistance a la compression
"qui falt reculer la ligne des centres de pression dans 1'intérieur de
la vofite” mais i1 ne traite de la question que pour rejeter 1'hypo-
thése de comportement €lastique.

Signalons, pour la petite histoire, que SCHEFFLER énonce dans ce
traité un principe de la moindre résistance "qui lorsgu'il 1'applique
aux volites, lui fait dire que c'est la ligne de poussée minimale qui
s'instaure.

6.4. — A. DUBAND-CLAYE (1867 ET 1880)

La méthode trouvée par A. DURAND-CLAYE est sans doute la méthode
la -pius interessante du XIXéme sidcle. Avant de 1la decrire, nous
rappellerons quelques réflexiocns qu'il a présentées en 1867 dans les
Annales des Ponts et Chaussées : "Mais pour que le trace de cette
courbe (la courbe des centres de pression) ait quelque valeur, ... il
convient de définir rationnellement la poussée qui lui sert d'erigine
A chaque valeur prise par 1a pousseée, & chaque point d'application
correspond une courbe de pression : on cherche si parmi ces courbes Il
s'en trouve une correspondant & 1l'équilibre ... Ainsi, recherche de

la possibilité d une solution d'&guilibre, voild quel est le veritable
sens de la construction et des tatonnements indiques par M. MERY ".
{Equilibre est pris sau sens respact des critéres de résistance du
matériau constitutif).

Notons également : "On n'a aucune idée du degrée de stabilité de 1la
volite puisqu'on s'arré&te dés qu'une courbe d'équilibre est trouvee et
que la volte peut en contenir une infinité"...

Ce sont ces tAtonnements et ces hypothéses arbitraires (joints de
rupture prédéterminés} que nous cherchons & supprimer...Nous détermi-

nerons toutes les solutions d’éguilibre que peut comporter la volte'.
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Il ne manque dans ces considérations que le mot d'"approche par
1'extérieur” et que la conclusion d'instabilité certaine pour retrou-
ver la théorie du calcul & la rupture.

La méthode est la suivante. (Elle n'est Jdcnnée que pour un pro-
bléme symétrique et des charges verticales). Nous ne parlerons pas du
critére de frottement bien qu'il ait €té traite maig i1 est d'impor-
tance moindre.

DURAND-CLAYE part de l'affirmation suivante : si le matriau n'a
pas de résistance a la traction et sl sa résistance a la compression
est oy , 1l'effort normal N sur un joint est limité et cette limite
dépend de 1'excentrement de la résultante. Il calcule cette valeur
limite N (e) en adoptant un comportement &lastique du matériasu et en
considérant que la magonnerie tendue ne reprend aucun effort (calcul
de béton armé par exemple). On obtient classiquement. pour une volite
d'eépaisseur 2h

3 l
Clelm b Ne = s (Ao i)
) W Ny = %9
_\"-\é 3 ¢ Lo

Si donc une volite est en équilibre, sur aucun joint, cet effort
limite n'est depasse.

Or, il est simple, connaissant le centre de pression et 1l'effort
normal sur un joint S, de determiner la ligne des cenires de pression
correspondante et donc le centre de pression K correspondant. Il mon-
tre alors que l'ensemble des extrémités des vecteurs, (¥, H) corres-
pondant aux efforts normeux limites sur le joint 3 se itrouve sur une
courbe composée de branches d'hyperboles.

On peut bien entendu faire la méme construction pour le joint de
clé et on trouve ainsi une seconde courbe pour les extramités des
vecteurs {K, H} correspondant aux efforts normaux limites sur le joint
de clé. .

Les extrémités des vecteurs (X, H) admissibles pour le joint S et

le joint de cl® se trouvent donc dans une aire A (8) limitée par ces
deux courbes.

L'ensemble des extrémités des vecteurs (K, H) admissibles pour
une familleFde joints (Si), i€l est donc constitu® par 1'intersection
des aires A (8i}, appelé par DURAND-CLAYE, aire-résidue. "Si 1la
superposition ne donne pas d'aire-résidue, la stabilité es?
impossible”.

Il montre ensuite que l'aire-residue donne les joints faibles ou
de rupture définis par les courbes de pression issues des "sommets” de

1'aire comme nous l'avons montré pour les lignes internes.
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Enfin, DURAND-CLAYE definit un coefficient de stabilité comme
suit : s'il existe des solutions d'egquilibre possibles, c'est-a-dire
si 1l'aire-résidue est non nulle, pour la con‘rainte de rupture a la
compression 0, il existe une valeur g de cette contrainte de rupture
pour laguelle 1'€quilibre limite est atteint. le coefficient de stabi-
lité est alors le rapport 9o .

o

En fait, o est une contrainte admissible de compression gue 1'on

se fixe a priori.

Nous avons obtenu que pour que la volte soit stable sous le char-
gement (Q), il faut que sur chaque joint d'une familleF 1'effort nor-
mal défini par une ligne de centres de pression associée aF vérifie

ogN,;gM(c._')=c:,S(¢_l%')
lei¢®R so Nozo
A 1l'exception de la mise en oeuvre des calculs, c'est 1& que

reside la seule difference entre la meéthode de DURAND-CLAYE et celle
présentée dans cet exposé.

ou

I1 est clair que si une volte est déclarée instable par la métho-
de de DURAND-CLAYE elle le sera aussi par la méthode des "lignes in-
ternes” exposée ici mais que 1'inverse est faux : Si N est supérieur &
Np, et inférieur a ¥ ( Cy ), on peut trouver une répartition de
contraintes & sur le joint corespondant équilibrant M et N.

Cette méthode doit donc 8tre modifife en considérant comme effart
normal limite N (Cf ). Elle nécessite cependant des calculs préalables
4 un programme informatique assez importants dans le cas de probleme
dissymétrique.

7.~ COMPARAISON DRES RESULTATS FOURNIS PAR LE CALCUL A LA RUPTURE AVEC

LES RESULTATS EXPERIMENTAUX

Nous analyserous ici deux exemples :

- Le premier concerne des essais effectués sur des volites
plein cintre avec piédroits verticaux au CEBTP & SAINT-REMY-
LES-CHEVREUSE, essais reéalisés pour le compte de la SNCF, de
la RATP et du CETU en 1979-1980. (TAIK M. MARHRAOUI M. 1980,

et article & paraitre).

- le second concerne des essais realisés par PIPPARD et ASHBY
sur des arcs en vousscirs de b&ton en 1939.
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7-1. - Easais du CEBTP

Le but de ces essais est d'apprécier la .s*ehilité de volites en
magonnerie de tunnels et le renforcement apporté par des coques en
béton projete.

La géométrie des volites et les types de chargements sont donnés
a la figure n°

La densité de charge qo est fonction de 1'effort Fv appliqué par
des vérins a la voite.

Les surcharges latérales, normales a 1'intrados, représentent la
poussée des terres. '

Les surcharges appliquées & la volite, les résultats des essais et
les résultats du calcul (coefficient de rupture et position des joints
de rupture} sont donnés ci-aprés.

On notera que dans les essais, la rupture des volites non renfor-
cées n'a jamais &té atteinte puisque 1'on voulalt conserver 1la
volite pour la renforcer par une coque en béton projeté. Les
charges de ruine correspondantes sont certainement sous estimées.

Ces résultats appellent les remarques suivantes

- On obtient un trds bon accord entre la position des Joints de
rupture expérimentaux et la position des joints de rupture
calcules dans tous leg cas.

- Les charges de rupture calculées sont nettement supérieures
aux charges de rupture mesurées (indépendamment de la remarque
faite ci-dessus} pour les voltes 1 et 2. On a donc bien une
approche par l'extérieur et ceci malgré la résistance a la
traction du mortier des joints et du b&ton qui ne sont pas
négligeadbles (mortier : 2,8 MPa et béton 5 MPa).

-~ Par contre, pour la voite 4, les charges de rupture calculées
pour une résistance & la compression de 1,7% MPa sont nette-
ment inférieures & la charge de rupture expérimentale. On peut
se demander si la résistance & la traction du mortier n'inter-
vient pas lci de fagon plus importante en raison de la faible
qualite de la magonnerie ou si cette résistance & la compres-
sion n'est pas un peu sous estimée. Il a &té possible de
"caler” le calcul sur le résultat expérimental en prenant une
résistance & la compression de la magonnerie de 5 MPa.

- Dans tous les cas, on obtient un bon accord (compte tenu de la
remarque susvisée sur les charges de ruine sous estimées pour
la vofite non renforcée) pour les coefficients de renforcement
qui "mesurent le gain de sé&curit®" apporté par la coque en
béton projeté.
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FIGURE 38
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VOUTE n® 1l

CALCUL DES SURCHARGES {(en KN)

9, = 2,16022 Pv

4, = 0,56508 Pv

9y = 0,48435 Pv
qy = 0,40363 Pv
1. Volite non renforcée Uﬁ = 5 MPa
Pv (Ruine estimée) = 150 KN {(expérience)
Calcul
PV(KN) 90 120 150 300 430
Coef.
rupture 4,14 3,25 2,67 1,39 0,994
2. Veolite renforcée JM = 5 MPa
I
oB = 20 MPa
ep = 14,4 em
Pv (Ruine estimée) = 500 KN (expérience)
Calcul
PV(KN) 150 270 500 1100
Coef. 6,76 £,02 2,18 L *
rupture
* -~ Valeur estimée par interpolaticn.

Rapport des charges de rupture des volites renforcée et non renforcée

R = 1100 _ 2,56

1 430

Rapport des coefficients de rupture des voilites renforcde et non renforcée
pour P = {50 KN
v
R2 . 6,76 _ 2,53
: 2,67



65.
VOUTE n° 2

CALCUL DES SURCHARGES (en KN)

q, = 2,26022 Pv
a, = 0,56508 Pv
ay = 0,48435 Pv

a, = 0,40363 Pv

1. Volite non renforcée Ty = 4,2 MPa
Pv (Ruine estimée) = 100 KN {expérience)
Calcul
Pv (KN) 90 120 150 300 350
Coef. 3,48 2,73 2,24 1,17 1,02
rupture
2. Volite renforcée Ty = 4,2 MPa
oy = 23,2 MPa
eB:IO,S cm
Pv (Ruine estimée) = 400 KN {expérience)
Calcul
Pv (KN) 150 270 500 895
Coef. 6,14 3,40 1,82 P
rupture
x* - Valeur estimée par interpolation,.

Rapport des charges de rupture des volites renforcée et non renforcée
895
35¢

R =

| 2,56

Rapport des coefficients de rupture des voiites renforcée et non renforcée
pour Pv = 150 KN

R, = 2% _ 274



VOUTE n® 4 66.
{(nen renforcée)
CALCUL DES SURCHARGES (en KN)
9, = 1,08011 Pv
4, = 0,56508 Pv + 5
4q = 0,48435 Pv + 5
q, = 0,40363 Pv + 5
0'M= 1,73 MPa
Pv (Ruine estimée) = 70 KN (expérience).
Calcul
Pv (KN) 10 35 59 60 65 70
Coef. . «
rupture 4,02 | * 0,41% 0,38 0,35% C,28
Uﬁ = 1,73
Coef,
rupture 9,76 2,43% 1 0,91 0,84% 0,67%
o = 4,2
M
Coef. 0.80
rupture 11,62 2,89% 1,19 * 1,09 1 * ’
oy = 50
% - Valeur estimée par interpolation. (Soit sur une méme ligne, soit

entre deux lignes).



VOUTE n®

4

{renforcée)

CALCUL DES SURCHARGES (KN)

1,08011 Py

fia]
|

0,56508 Pv

fal
]
1

0,48435 Pv

0,40363 Pv
oy = 1,73 MPa
0= 27 MPa

QB = 10,8 cm

Pv (Ruine estimée). = 320 KN (expérience).

Calcul

Pv {KN) 106 150 300

308

Coef.
rupture

Gh= 1,73 MPa

UE= 27 MPa

Coef.
rupture

U-ICI 5,0 MPa

27 MPa

T3

* - Valeur estimée par interpolation.
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sites 1 et 2 non renforcées

POSITION DES JOINTS FAIBLES

volites 1 et 2 renforcées

Volite 4 non renforcée

(O‘M = 5 MPa)

Vofite 4 renforcée

(G-M = 5 MPa)

I : ouverture du jeint & 1'intrados.

ouverture du joint & 1'extrados.

CALCUL

28°
54°

base du piédroit

CALCUL

joint de clé
28°

59°

CALCUL

joint de clé
49°

base du piédroit

CALCUL

joint de clé

54°

" base du plédroit

I

E

I

E

I

L

1

I

FXPERIENCE
23°
entre 54° et 64°
base du piédroit
EXPERIENCE
joint de clé
23°
entre 54° et 64°
EXPERIENCE
joint de clé
49°
base du piédroit
EXPERIENCE
joint de clé
54°
base du piédreit

I
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Des essais complémentalres sont préevus pour

~ Evaluer la charge de ruine d'une voflite non renforcée en pour-
suivant le chargement jusqu'a la ruine,

- analyser le comportement d'une telle voilte scus un chargement
dissymetrique.

7.2. - ESSAIS DE PIPPARD-ASHBY (193%)

PIPPARD et ASHBY cont fait dans un premier temps des essais sur
volites constituges de voussoirs en acier, & joints secs. En 1939, ils
ont procédé & des essais sur des voilites constituées de voussoirs en
béton, & joints secs ou & joints de mortier. Plusieurs séries 3'essais
ont é&té conduites, en faisant varier la position du chargement et/ou
la nature des voussoirs et des joints. Tous les chargements considéres
sont des chargements dissymétriques.

La volite est un arc circulaire d'épaisseur constante (0,25 m), de
rayon 1,906 m et de demi ouverture angulaire 53° environ (portée 3,05m
et fléche 00,7624 m). Elle est constituée de 23 voussoirs.

Nous donnons ci-aprés les résultats comparés de cing essais et
des calculs effectués pour les cas de charge corregspondants.

Ces resultats appellent les remarques suivantes :

la charge de rupture calculée est toujours inférieure a la
charge de rupture expérimentale. Ceci est dd, sans aucun
doute, au fait gue 1'on néglige la résistance a la traction
(comme 1'avait déja remarque PIPPARD). On constate en effet
que pour des charges inférieures & la charge de rupture expé-
rimentale, il n'est pas possible de trouver une ligne interne
& la voute.

- On note une concordance uassez bonne entre les joints faibles
calculés et les Jjoints de rupture constatés pendant les
essais.

- On retrouve l'allure de la variation de la charge de rupture
en fonction de la position du point de chargement : décrois-
sance du voussoir 7 au voussoir 6 et croissance -ensulite.

- PIPPARD et ASHBY ont procéde a un essai de chargement avec des
pierres de résistance A la compression supérieure (46,2 MPa au
lieu de 11,9 MPa}. Alors que théoriquement, si l'on ne tient
pas compte de la résistance a la traction, le rapport des
coefficients de rupture, pour une méme valeur du chargement,
est égal au rapport des résistances a la compression (soit ici
environ %,85), on ne retrouve pas ce résultat expérimentale-
ment.
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Le voussolr chargé €tant le voussoir 6, on devrait trouver une charge
de rupture de 1'ordre de 38,5 KN, soit un rapport des charges de

ruine de 1,05 au lieu de 1,7!, résultat expérimental. On retrouve ici

1'influence de la résistance & la traction des joints.

PIPPARD-ASHBY : Volite chargée dissymétriquement

- % = 11,9 Mpa

Chargement léger (voir article 1939, ré&férence 10)

Série 1 : jolnts de mortier - pierre calcaire

Séerie 2 : joints secs - pierre calcaire

Les voussoirs sont numérotés de - 11 (naissance gauche) & O
(voussoir de cl8) et de 0 a 1t (naissance droite).

t

ESSAIS Serie 1

Point de charge 1ére fissuration 28me fissuration 38me fissuration Rupture

Voussoir 7
Voussoir 3

Point de charge 1ére fissuration 2éme fissuration 38me fissuration Rupture

36,49 68, 95 72,19 81,28
37,98 64,59 64,59 91,20

ESSAIS Serie 2

| Youssoir 6
Voussoir 5
| Voussoir 4

SERIE 1 SERIE 2
Voussoir 7 Voussoir 3 Youssoir 6 Voussoir 5 Voussoir 4
I - 12,-11 I - 12,-11 I - 10,-9 I - 10,-9 I-12,-1
E- 4,-53 E- 4,-3 E - 4,-3 E - 2,-1 E~ 4,-3
I 7,8 I 2,3 I 5,6 I 4,5 I 3,4
E 11,12 E 10,11 E 10,11 E 11,12 E 9,10

41,23 56, 81 56,81 76,27
35, 51 63,43 69,92 76,42
24,67 57,13 86,735 86,35

JOINTS FAIBLES
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PIPPARD-ASHBY :

YOUTE CHARGEE DISSYMETRIQUEMENT

— CALCULS T - COEFFICIENT DE RUPTURE -

POINT DE CHARGE

VOUSSOIR 7 1VOUSSOIR 6 |VOUSSOIR 5 VOUSSOIR 4 VOUSSOIR 3
CHARGE
24,67 - - - 21,80 -
30 - 10,225 - - -
33 - 5,69 - - -
35 - 3,425 4,675 - -
56,48 3,24 1,305 3,70 - -
38 aucune 1li- - 2,565 - 10,65
gne interne
40 - - aucune 1li- - -
gne interne
45 - - aucune li- 1,5% -
gne interne
50 aucune 1li- - - - 4,5
gne interne
57 - - - aucune li- 1,92
gne interne
64,6 - - -

aucune ligne
interne
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- CALCULS II - CHARGE DE RUPTURE ESTIMEE ET JOINTS FAIBLES -

POINT DE CHARGE CHARGE DE RUPTURE JOINTS FAIBLES

VOUSSOIR 7 =38 -12,-11 E 3,-2 6,7 11,12
VOUSSOIR 6 =37 -12,-11 E 3,2 5,6 1,12
VOUSSO0IR 5 39,5 - ~12,-11 B 4,-3 4,5 11,12
VOUSSOIR 4 48 -12,-11 E 4,3 3,4 10, 11
YOUSSDIR 32 61 -t2,-11 E 5,-4 2,73 9,16
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7-3- ~ INFLUERCE DE LA RESISTANCE A LA COMPRESSTOR SUR LBS POUSSEES
EXTREMALES

L'exemple exposé ci-dessous est celui du pont de Gignac sur 1'Hé-
rault et plus précisemment de sa volit» centrale. Ie calcul a &té
conduit sur une vofite en anse de panier & trois centres, qui a
eté considérée d’&paisseur 1,95 m constante,de portée 45,50 m, de
fléche 16,13 m et de demi ocuverture angulaire 65°.

Le chargement considéré est
- le poids propre,
- un remblai d'épaisseur 2,05 m & la cl&,

-

- une densitéd surfacique Bgale & 17,23 KN/m2 sur 9,425 m de part
et d'autre de la clé, représentant un convoi exceptionnel.

Les résultats du calcul, correspondant & trois résistances a la
compression de la pierre : 5,10 MPa et 50 MPa sont consignés dans le
tableau ci-dessous.

CRITERE TRACTION SEULE 5 MPa 10 MPa 50 MPa

Coefficient - 1,18 2,36 - 11,8
de rupture

Poussée mini-

male (KN) 2939 3319 3115 2972
Poussee maxi-

male (KN) 4295 5581 4047 4249
Cote maximale -1 -0, 66 -0, 84 -0,97
{(excentricité) {extrados)

Cote minimale +1 -0,15 -0,79 -0,96
(excentricité) (intrados)

On notera également que dans chague cas, les lignes de poussée
extrémale ne sont pas en méme temps les lignes de cbte extrémale.

On remarque que, dés gue la résistance & la compression du maté-
riau devient faible, les différences sont notables selon que 1l'en
prend en compte un critére de traction seule ou un critédre de trac-
tion-compression.

HEYMAN (1966) indique qu'une ligne de centres de preSSJOn ne peut
pas approcher & moins de 5 % le contour de la voiite, si 1'on tient
compte d'une résistance finie & la compression : cela correspond ici &



FIGURE 39

peu prés au cas d'une résistance de la pierre Sgale a 50 MPa, résis-
tance d'une pierre de bonne qualité. Il sera ion: vrudent de procéder
8 un calcul complet en traction-compression loraque 1es matériaux
seront de gualit® médiocre.

T+.4. -~ ETUDE DU CAS DU PONT DE TESTON : AUTRES CORPFICIENTS DE

"SECURITE"

-
HEY#AN (1977) introduit la notion d4'un coefficient de "séouritéd

géométrique fondé sur 1'existence 4'une &paisseur minimale de la voite
pour laquelle le coefficient de rupture vis-a-vis du critére de trac-
tion seul vaut 1. Pour le chargement considéré et pour cette épais-
seur, il existe une et une seule ligne de centres de pression interne
B la volite. Le coefficient de “sécurité géométrique est alors dé&fini

par le rapport de 1'@paisseur réelle de la vofite et de 1' epaisseur
minimale.

Cette notion, trés simple d'emploi pour des vofites circulalres
extradossées parallélement, peut é&tre &tendue sans difficulté a3 des
volites de formes quelconque et d'épaisseur varisble. En introduisant
le chtere de compression, on peut 1'&tendre en définissant ce coeffi-
cient de”’sécuritd geométrique par

3 T em:.Q)
od -~ est 1’ épaisseur reelLe de la volte (& la cl& par exemple),

- €m (¢B,Cl ) est 1'épaisseur minimale sous le chargement Q pour

laquelle le coefficient de rupture relatif & la résistance
vaut 1.

SiUoest infini, on retrouve le coefficient proposé par HEYMAN et il
sera le plus souvent suffisant, la résistance & la compression des
magonneries étant &levée. On peut également d&finir un autre coeffi-
cient de sécurit® portant sur_la charge variable® appliquée & 1a
volite, les charges permanentescé étant maintenues constantes . Cela
revient & considérer la section du convexe des chargements
potentiellement supportables par le "plan"ﬁg = constante.

0

On obtient alore deux valeurs extrémes pour la charge var1ab196D

@aﬂ? nbus ne considérerons gue la charge maximale Gi “



0
T

Ces deux coefficients sont intér-esants car 1'utilisation du
coefficient de rupture que nous aveons dé.ini peut &tre trompeuse si on
n'y porte pas assez attention. C'est ce que nous mo.trens ci-dessous
sur 1'exemple du pont de Teston présenté par HEYMAN, HOEBS et JERMY
{1980).

Le coefficient de "sdcurité” sera 42fini par

I1 s'agit d'un pont sn magonnerie & 6 arches, conatituézg d'une
douelle d'environ 200 & 250 mm d'épaisseur, surmontée elle-mdme de
pierres plus ou moins bien magonn&es sur 200 mm d'épaisseur.

Les calculs ont £t8 menés sur une seule arche dont les caracté-
ristiques, correspondant avec une bonne précision su profil donné par

points par HEYMAN, sont les suivantes

- La volte est ogivale symé&trique, l'angle de brisure & la clé
étant faible.

- Rayon de 1'intrados de la demi-voiite de droite : 4,313 m.
-~ Epaisseur radiale : 0,40 m.

Afin de tester 1'influence de 1'ouverture angulaire, deux ouver-
tures ont ete prises en compte

Angle polaire du Angle polaire du

joint de clé joint de naissance
Geometrie 1 5,12° 67,51°
Geometrie 2 5,12° B57,73°

Enfin, le joint des naissances est normal & l'intrados alors gue
HEYMAN a considéré ce joint vertical.

La résistance 8 la compression a éié prise, en 1'absence de
données, égale & 50 MPa. On constate au vu des résultats gue tant que
cette "résistance" est supérieure & 10 MPa, son influence est faible.

La voiite est surmonteée d'un remblai de 0,60 m d’épaisseur a la
cle et soumise A une charge variable qui eat une force verticale
concentrée dont le module est fixe au départ 4 40 KN. HEYMAN a trouvé
les resultats suivants

- Position la plus défavorable de la charge x = -1,20 m.

~ Epaisseur minimale : 239 mm.

- Charge extréme P = 72 KN,

- Joints de rupture : 1 E E
3,2 m -1,20m 0 +3,60 ®
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Nous présentons nos résultats dans les tableaux ci-contre. 1ls
appellent les remarques suivantes

- Le cas de charge le plus défavorable n'est pas au tiers de la
demi-portée mais & la moitié {x = -1,80 & ¢* nan x = ~1,60 m)
mais la différence dans les résultats est fsible.

- La charge extréme obtenue vis-&-vis des critérec 4de traction-
compression ou de traction seule est supériecure & celle obtenue
par HEYMAN vis-dvis du critére de traction ~eul pour x = -1,20m
quelle que soit la géométrie adoptée (Fe~y 90 ¥N au lieu de
B = T2 KY)

- La position des joints de rupture n'est pas trés différente
les écarts proviennent certainement de 1'adoption des dé&coupa-
ges diffeérents en vousscirs.

~ L'ouverture angulaire (ici la variation entre les deux géomé-
trie adoptées est de 10° environ) a une influence non négligea-
ble sur les résultats}en particulier sur les coefficients de
rupture.

- Le coefficient de rupture varie $rés rapidement avec
1l'épaisseur de la volite et avec le module de 1la charge
appliquée. Dans ces conditions afin d'évaluer la “"réserve de
stabilite"” d'un ouvrage, il est insuffisant de se contenter de
la position du coefficient de rupture par rapport & 1 ou méme
par rapport & une valeur fixée arbitrairement (par exemple 10
pour .8e rapprocher des contraintes de compression admissibles).
I1 paralt intéressant de reprendre un critére analogue & celui
adopte par HEYMAN, en plus du coefficient de rupture, & savoir:

- Scit le rapport %h = Fa, entre 1'épaisseur réelle et
1'épaisseur minimalé supérieur a 2.

- So0it le rapport Pe . ¥p entre la charge extréme variable et
la charge réelle supérieur & 2. On définit ainasi un &tat-

limite de service par : F'-; A0 2t f;; 3 € ov Q.e_ 3.&)
m

8. CONCLUSION

Le calcul des voltes en magonnerie cu en b8ton .non. armé ressort
du c¢alcul a 1la rupture. Nous avons montré que les méthodes
traditionnelles de calcul de ces structures correspondent & une
approche par l'extérieur dans leur esprit et nous avons exposé 1la
démarche & suivre pour faire correctement une telle approche, en
considérant un critére de traction-compression pour le matériau (ou
les matériaux) constitutif et un critére de frottement sec 2
1'interface entre deux voussoirs.

Nous avons ensuite exposé une méthode pratique pour "évaluer” le
coefficient de rupture d’une volite soumise & un chargement donne et
pour évaluer un majorant de 1la charge extréme de 1la volte, sa
géométrie etant fixee.
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Un programme de calcul informatique a ete mis au point et a
permis de comparer 18s résultats obtenus par cette méthode avec des
résultats experimentaux.

I1 est clair que la méthude utilisée, reievaat d'une part d'une
approche par 1'extérieur,ne prenant pas er compie d'autre part tous
les parsmétres du probléme, ne permet pas de retrouver ces résultats
expérimentaux. Néanmoins, les comparaiscus cemblent srtisfaisantes. En
particulier, la méthode permet de retrouver (bien que cela ne déccule
pas de la th8orie du calcul a4 la rupture) le mécanisme de ruine de la
voute par rotation de blocs rigides les uns par rapport aux autres. On
peut donc envisager l'application d'une telle méthode & la vérifica-
tion d'ouvrages soumias 3@ des chargements exceptionnels, de préférence
d une épure de MERY traditionnelle. Ces résultats sont & compléter par
des recherches sur de nombreux autres problémes parmi lesguels on peut
citer :

- évaluation de la résistance & la compression d'un ensemble
composite pierres et Jjoints de mortier (influence de 1'épais-
seur des joints par exemple},

- evaluation des charges au niveau de 1'extrados des voites {(dif-
fusion 4 travers le remblai, densité de charge due au rembla:
Tui-méme),

- évaluation de la participation des superstructures a la "résis-
tance” de l'ouvrage aminsi que du remblai,

- &valuation du coefficient de rupture d'une voiite vis~A-vis d'un
déplacement d'appui : 1l'approche sera ici toute différente
puisqu'elle devra faire intervenir le comportement des maté-
riaux constitutifs de la voiite.
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-A KR N E X E 1 -

- APPROCHE PAR L'EXTERTEUR D'UNE SECTIiCN S -

Solt une section S constituée d'un matériau obéivsant au critére
de resistance

ﬁ(cr): SMP o ooy ( ou feq*))
= LA d
ol les contraintes de compression sont comptées positivement {la nor-

male & la facette considérée est orientée vers 1'intérieur).
Cette section a pour hauteur 2h, a un axe de symétrie horizontal
qui est donc axe principal d'inertie. La largeur sera notée b(y), y

étant 1'ordonnée & laquelle on la considére.

Cette section est soumise & un chargement quelcongue.

1) - Calcul de la fonction d'appui du convexe G (1)

« 81 le champ de vitesses est continu et dérivable, T est définie
par :
Tx 4o S ) beled) | g eecy}
L, c ) =
Il en résulte de fagon immédiate que
T (!;]‘2(1}): o [Su? (dmlo)+Suf(daﬁ>)+3“y(dio))

ol les dy sont les valeurs principales du tenseur des vitezses de
deformation au point x. :

« 8i le champ de vitesses présente une discontinuité de vitesses
AY{x) le long d'une surface 7 de normale n (orientée de 2 vers 1
vers 1'intérieur) au point x.

Mox Yixz)yntz)) o 77 (= Dz))  avec
W, Uen Uk,

A z =
Dix) = Uigl o o
U, o O

2

U est 1a discontinaite normale.
1{E1etLQ&sont les discontinuités tangentielles.

Les valeurs principales de%? sont

Y= o 2, - U MUall U 0l

) RPN 2 - <
Seul 3 €3t positive d ou

1 (£ ,?_f*(E), 161)); 0; ?//hi?//l?,/n//




2) - Approche par 1'extérieur de la section S

Il y aura incompatibilité entre 1'équilibre dans la section et
le critére de vrésistance s'il existe un cnuzp de vitesses
cinématiquement admissible a» tel que 1la piissance des forces
extérieures dans ce champ excéde la puissance dissipable. '

Considérons le champ de vitesses suivant : {mouvement par bloes
rigides)

V= O partout avant S.
Qfs:ﬁtﬁé“Qprour tout point M situd aprés S et sur S, ol O a pour
ordonnée e par rapport au milieu I de la section S.

+h
N\
A
AY
O
e i N
N
-
>
W FIGURE !

la discortinuité de vitesses s'dcrit done dacs la section S.
U — O fg__e)
Uy o vy = O

On en deduit les valeurs suivantes pour frauand w 20

1) -8 e =& 7 = o _‘ﬁ\(/j <H
2)—Si=£‘<€§‘e_ UE a;w(oyme) *"-KC‘;KQ
3) - Si 7= © £

) i e f = o3 w (;-g) __12‘3; gf_

Nous adopterons par la suite wzO
La puissance dissipable peut donc prendre les valeurs suivantes

1) -8 emi Flv) -0
2)—Si—£\(-e,g‘2_ 2
Ploie [ o e lye) bly) o
Soit Flo) = w ( Sle)— eh(e))
et 3 (e) est 1.e mewent - statigque par rapport & 1'sxe d'inertje

principal de la partie de section située au-dessus de 0 et A {e) son
aire.
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3) So e -8
P(v-) b { bly )
(v) = U o ly-e) bly
)=, !

Soit (?Tlg):: ~e0pw A ol A est 1'sire de la section.

La pulssance des forces ext@rieures est &gale A

CQq gj’ Tz &% éﬁg)dg_ o X, e3t la composante

horlzontale de la discontinuite de vitesse.
Soit de fagon classigue
Qé:g)(M*Mﬁ
I1 en résulte que la section sera certzinement instable si
Q4 > 0e)
Soit
1) PAWNﬁ ﬁﬂ? ai QV'Q
2) M-oNesa(Se)-ehle) si _E(e,g-ﬁ
R

S

f’/\

3) M—N&>—e, AN si e

Ces 1inkquations définissent une famille de demi-plans dans
1l'espace(N, M) limites par des droites param&irBes en e. Ces droites
admettent une "courbe” enveloppe dont 1'équation est la suivante

1} - Si e,?/‘R, N- M- 0O -Ponn+ -Fw’-e_
-5 L d  N- _d o (Ste)-e )]
R de

Soit N: - A(e)
M= 05 S(e)
3) - Si v g‘_{i
Ne o A
M- O

Quand J <0, on obtient la courbe symétrique par rapport & 1'axe
des N.

Dans le cas d'une section rectangulaire de largeur b, on obtient
1y - ez N= tAm O

_—E\@ag{ N- ab(f.e)
Mo o b (A e f’g_;i_e)



Soit M _ 'Q\+Q
Div - -
N £
. N N
Soit _—
N .26;B% 5 S
3} - € \<~D\-
M= O
On obtient donc un arc de parabole represerté avec 1'arc symétri-
que sur la figure L dans le systeme de coordonrées N*- N M * A
L - T - =
M‘ Mﬁ_N\‘ G-Ea %S&.
y =
N
FIGURE 2
\\MZ“-:_N¥'

Les inéguations traduisent que la section est certainement insta-
ble si le point (W} M7 est en dehors du domaine d8limité par ces deux
rc3 de parabole.

REMARQUE 1 -

Lorsque la resistance & la compression Jg devient infinie, 1la
condition nécessaire de stabilite se réduit a
* k2 *
- N*¥ M <N

Les droites hﬂ*:itfd*sont tangertes en O aux arcs de parabole.

REMARQUE 2 :

- * . - ] I} 0 - -
A chaque point (N, ﬁ? interieur au domaine limite par les arcs de
parabole, on peut associer une répartition de contraintes normales qui
equilibre N et M et respecte le critére de traction-compression.

L [ ] i . . - '/ -
Elle est definie par 1 excentricite e:iﬁ-et la contrainte normale
constante o-telles que N

N= 4ob (,Qﬂ_lef])

M — NQ,/
+h

FIGURE 3
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. ¥ % . .
« lorsque { N, M) est sur la frontiére du domaine, = Y%
/ . / &
. Entre e et e,on a alers la relation e = %_;-—

I1 faut bien noter qu'une telle approche ne peul paz constituer une
approche par 1'intérieur pour le milieu continu *“ridimensionnel ni
pour la section 3 qui est soumise aux contraintes généralisées N, M, T

BREMABRQUE 3 -

la méme méthode de calcul permet de traiter 1e cas d'une résis-
tance & la compression variable dans le sens de la hauteur de la sec-
tion.

Al



-A N R E X E 2-

PROPRIETE DE TANGENCE A L°‘EXTRADOS AU-DESSUS DU POINT D'INTERSECTION
DE L EXTRADOS AVEC LA TANGENTE A LA CLE A LA LIGNE DE CENTRES DE

PRESSION
P -Qy

1) - Notations

/ . a1 . . . .
Le point K'est & 1'intersection de la uroite (K, V/H) et du joint

gG. I1 eat pris comme origine des coordonnges. La verticale de K' coupe
1'extrados en P. -

La ligne d'action des for(;es exterieures coupe l'extrades en un
. 4 my o J
.oint T tel que (K'x, K'T) L_'/ et L.\/ AN

I1 est simple de calculer les coordonnées des péints A et C a
partir des coordonnées de T (xf. xr).

_ o tay—dgy
e TEEAY S n gas
et re — A X E::ESE?:: ATECE)ITJSL‘: xC E3\P
ol t Qv -V
H-Qu

La conditicn de compressivite du joint gG s'@crit

Do P H-Qu) - P (V-Qy) 20
ou tant que \,Fig , ‘?%LP (H—QH)? V._QV

Le joint de cl&, qui correspond ﬁuf;—g: , etant necessairement
comprime, on aura
’ HZO

!ﬁ’cﬂ

Nous allons montrer que le point G ne peut pas &tre un point de
la ligne de centres de pression : il en resulte que nécessairement

bzt ot W
2) - Donnons d'abord les variations >\(EB\-P) ,tet ‘_E( E‘)

2.1.) - fcbq/—-_o_a- >(bé\!/):w{ast une fonction définie surE
E%qﬁigg

Que} Qy &tant positifs.

—

|
o
oL



A2.2,

5 cas sont A distinguer.

201,13 ngyhgg o Qggj

2.1.2.) k.ES\_{//\g'g - <9\<O
hY

-
2050 9T (WSO8 Sy
\n \
4
' e Al
%éh\\\
T 0
2.1.4.) Qggigqﬂggg Zg@g
2.1.4.14) %gwfgkﬁe <0
e
0 ¥
4




Ttz b/ LO
oy

f&fhd —
5° y

Dy V
2.2.) Soit la fonction Qn — t= T 3 WY orixe {c'est &
dire A QV/QH fix8). Elle est définie sur le domaine

Co, +eoL
T e @YY ok w50
H - QH dQH (\‘H’" Q\-f)
2 cas sont 2 distinguer :
2.2.1.) &%x{/:;(:g@ ch&r;o
t
A
o H ,
~t46 L7 QA
_ & o S S U
Bt
~ by I _/;>;,<:f:ﬂ:7:—:jt

_jc
M
6
0 W\
IQH
_'.'g\]/ \
_4:391
_bgkf_ L — e = =




o =
d (L—,re%@a -
/ ?l\ ‘
‘1/'-_______
/
~tap ._53&0 -
2.4.) - Condition de compressivité
Elle s'écrit : L{)__ _% H=>o
O (P < &plH-Qu)V-Qy
Spit :
.51 H >0, — tgy
.- Bi H < Qo —_ L‘%}\-{J - &
- 5i L QH Q\j >'/'\/_

3) ~ Nous &tudierons les différents cas possibles compte tenu des
valeurs prises par les fonctionsy ,Tet ¥ .

3.1.) - Cas ol X 20
On a vu que Xp = QT)L{-‘Q‘K{"J

S X+ 20 ek AZ0 (alors \{/”g%)

au

>0 \
~ @) 2 {0 =F 2o (alorshf/;-/'g,«

Ces cas se produisent dans les quatre circonstances suivantes :
P q

vILT et

x 70 ot d 2o @;7\ O 50 & E%QJSE‘QQ
ou O 0 ot gy » Y
ou B0 et WY =BY

d\ﬁtj

rer $O ek Mo & N
Loso e gk{)“a@

est unefonction définie sur R



2D KT, 80 ek og kg gl <ty ¥
Le point T est entre G et P;

QH O H -+ &2
t | - géﬁhﬂhh“ﬁéﬂu;+ %MM“‘ﬂu_fa

Or d'aprds 2.4, . Si Wu=zH t S_bgLF

en conséquence (Iyne peut pas &tre supérieur 3 H

S W -
Donc t varie entre bé\‘PH ( t? {S&P

t |t - 3@
e)| o0

I1 en resulte que :{2(0 et que xo £©
—=.- " . € ne peut pas se trouver au-dessus du point K sur le joint.
= P P J

5.1.2.) qﬂgg} Q7o ek HO( Y (Y kg
Le point T est entre et P.

QH O H + &

+ Jc%e/ﬁi;/“kgw

La condition de compressivite est vérifiee pour toute valeur de G,-

3.0.201.) 0 (@ H = ¢ ¢ I_ggeﬁm[
I1 en résulte que O SfL‘:) {4 dons ez 0O

-Aug\{/) est maximal lorsque Eg\_‘).;oo et tend vers 1 done la wvaleur
maximale de x_ est atteinte lorsque Q, = H et \.{/—11 soit H = Qy =0 :
cette valeur vautl xp- <

Donc le centre de pression ne peut €tre le point G que si T = G : or
le chargement etant constitu& dans ce cas uniquement de charges verti-
cales dont le poids propre, il faut,pour que T = G, queld, soit infini.

Donc ce cas est impossible.

3.1.2.2.)  Qu o H = CQJ_MJ—&Q‘-V[
Il en résulte que : - < Pt} < -(“’-‘3%’)
D'olt e N X }(t%\.}%) :E(_b;r)q/) B ﬁ%&}/ fixé
Soit
R e LA Sl &

Gy -ge  Gy-gy



A2

/
x ’:gnk—‘:g‘{’ {x
Soit Xe & T 7 > 5T ;
C peut donc &tre confondu avec G si T = G auquel cas ¥ ::kﬂzz.kf et
Qﬂ =QV sont infinis. Ce c¢cas est donc impossible.

5.1.3.)  W/CT, B0 ek Oy (Y
Le point T est entre G et P.

Qy O H x o
. -‘c%e/+_o:0 /—%L{’

I1 n'y a pas de différence avec le cas précédent.

3;1.4.) \_‘//\7/2 , B2o et oggguyghaeg&aﬁﬂ

Le point T est au-desaus du point P.

t | -5 9\5_; \*E%\{’

On a vu gqu'alors t varie en!:re—':gkf’et_‘:ge doncfest négatif.
Er outre A L0 et e £o

L

Conclusion de 3.1.

Donec si ¥4~z © , il est impossible que la ligne des centres de pres-
sion passe par le point G.

Ce cas se produit dans les circonstances suivantes :

X 20 k- N €O ( W £

cu =

=
Lo ek Ao (W’Z%)
C'est-a-di :
est-a-dire q’gg)@‘zoekk%@ghgwé%w/

X120 <k Ao &= | /¢TI, <0 oF O gyl
Y2

T \<D et A'\;}O C‘:‘:‘?g

3.2.1.) WK, 0700k B oy (lay
Le point T st entre G et P.

Qu © H *

+ -t/
o —-t%e/# ._oa/ %

LG,



La condition de compressivité est vérifiée pour © {Qu ( H et
1'est pour Yy H st by \Jf ‘atgkp

Sitg w< PQudeit rester inferieur & une valeur telle que = -ﬁ'bé\.F ,
cette valeur etant supérieured H.

Dans tous les cas, il est clair que:? est posilive @ done o gD

- - / . -
Le point € ne peut pas etre au-dessu du point K sur le joint.

3.2.2.) W/¢T  ©¢K0 ek ogegq»ge%qﬂ
2
5.2.3.) W =T Bw o0 &k W KO

3.2.4.) Wy /> TL oA B<o
2

ERS

Dans ces 3 cas on a ‘C% Y = E%'@: il en résulte immédiatement,
compte tenu de la conditicn de compressivite queﬁest positive : donc
% .{vet laconclusion est inchangée.



~A N N E X E 3 -

CONVEXITE DU DOHAINE‘XiK) DES LIGNES DE CENTRES DE PRESSION INTERNES
PASSANT PAR LE POINT K APPARTENART AU JOINT DE CL®

Nous montrerons gue

Ha
VH,:L ;H'.?., tels gue \/W (k. Ha) évn"""‘cwl \

ot \/Mw (K, \-‘t;_,) & V%axLK‘-H&)
V€ JoAl
les points [ a W, H-2) He A VMW;CK,Hi]f@_U \/‘mu;({(,l—lb)%
et ( MHasr (A0 Ha? A Vimaw (K HR) 4 (A-1) Vimax(KiHa)

sont interieurs au domaine (Kﬁ

I1 suffira de le montrer pour chacune des frontjéres\/m;‘et \/m
nous ne le ferons gue pour la frontiére F¥~§Ak&ﬁ(H, X), les
demonstrations étant analogues pour 1'autre.

-

Ces courtes sont de deux types suivant leurs propriétés de
tangence

. Tangence & 1l'extrados droit au-dessus de l'horizontale de X ou
& 1l'intrados gauche.

. Tangence & 1'extrados droit sous 1'horizontale de X.

1) - Tangence & l'extrados droit au-dessus de 1'horizontale de X ou a
1'intrados gauche

Nous montrerons queVies lignes WH V) et (K,1,¥) de ce type, la
ligne (K} ol
*gn: yH, @~J) Hy
1r - }\/4 + (A1) Ve
ol o <\ <CA
est une ligne interne.

S5i ces deux lignes sont compressives, il est evident que la ligne
EK|MH;) le sera ausci. La ligne (K]Hiyﬁ est notée (1), la ligne (e Hy ¥
2 -

A3,

1.



1.1} - Supposons que les lignes (1) et (2] sont toutes deux tangentes

a l'extrados droit au-dessus de 1'horizontale de K en EI et ED &% sup-
posons H4 7 B,

11 en résulte que Va4~ Ve puisque la fonction ﬁa\éle(H. K) est
croissante.’

e
FIGURE 1
Nécessairemsni .. ..gne (2) recoupe la ligne (1) entre K et B!
sinon
\/Q V{ ]

- Soit H_<ﬁi la ligne (2) ne pourrait pas attemdre 1'extrados
3 droife 3¢ 1a cle, B! éetant en-dessous de la droite d'inter-
section,

- Soit\_/.'g: 7«51 : la ligne (2) serait extérieure & la voiite en ET.

z 4.
I1 en résulte que E2 est au-dessus de E1 et que Ve ‘;.\ﬁ. Au point

1. , - H
d intersection A de coordonnees x et y par rapport By

les égalités suivantes

.
pcﬁidﬁt K, on a

Mg Vaxz Moy Max :JZ},vx_

donc la ligne (K, k, v) passe par A et comme H, <A ( LLij

Cotte ligne est entre les lignes (1) et (2) partout,donc elle est
interne & le veoiite. Il en résulte que

v"mav ('Q ! K) 7/ VT
1.2) - Supposons que les lignes (1) et (2) sont toutes deux tangentes

a 1'intrados gauche en I! et 12 : la demonstration est directement
calquée sur la précedente, nous ne la referons donc pas.

" AD.
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-A N KN EZXE 4-

CONVEXITE DU DOMAIKE (x,H) DETERMINANT LES LIGRES E CENTRES DE
PRESSION INTERNES ET COMPRESSIVES (OU PLUTOT 1A 22TE z DE LEUR POLNT
DE PASSAGE A LA CLE BT LEUR POUSSEE HOKIZZNTALE)

Nous montrerons que
V3,4, 3, tels aue Hiper 034) ¢ Paes (34)

H mee ﬂ%{) < LMMRYC%&J
v 3 e Do,4]
Les points (Ab’\‘* (zbk):a_%J ) \er‘.,hﬁﬁad)+ (A1) ‘rirmu;bxa,))

et ( Ay (A-X) e & Friax (34 (-3 ] Hma%(j‘)d]
J
sont intérieurs au domaine (z, H).
Nous le montrerons pour le premier type Jde peint. La frontiére
est alors formée de courbes qui peuvent &tre de deux types
+ La ronction 13( —= H h-“;'r]_ (1,) est décroissante.
La fonction A — H e (5) est croissante.

I1 suffit de démontrer la propri&té pour chacun de ces deux
types.

1.) - La fonction)~»H,..(3) est décroissante.

C'est le cas lorsque le premier point de tangence & partir de 1a
cle se trouve sur 1'intrados. Nous ne considérerons gue le cas des li-
gues tangenies & 1'intrados droit et & 1'intrados gauche.

FIGURE 1
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Soit donc deux' lignes (g, Ha. Vi) et (39, Hy Vo) de ‘s Ype, (nter-
nes et supposons 305-’\7?45 il en resulte W, < Wy. ’



Nécessairement {[1) coupe (2) en A avant J2 et en B avant I2.

Soit la ligne (g, R, v) notée (3) telle que
3= Ayar (3o Y elo
%: }H)H‘ (’1—})“& avec 10} E

“r— by V4+ ("“)) v—-?.,
Recherchons la position du centre de pression { ae {3) sur 1le

Ad,

joint passant par A. Pour cela, il faut calculer le moment fléchissatb4g$

correspondediacette ligne en fonction de NM4:J1gL: Mpysil est facile de
t .
Touver M“a:_ Mo -+ N (A=) ( H4JN€)[%4_B¢J < My

Ii en résulte que C est situd au-dessus de A et de mdme,que le centre
de pression D de (3) sur le joint de B est situ® su-dessus de B.

I1 en résulte que nécessairement (3) coupe {(2) entre K3 et A en.
E et entre K3 et B en F : EF est la droite d'intersection assocife &
ces deux ligres.

Comme LJg"? He | i1 en résulte que la ligne (3) est entre (1) et
{(2) entre F et E et au-dessus de (2) en dehors de cet arc. Elle ne
peut donc pas toucher 1'intrados.

Dans 1a mesure ou Kf et K2 sont suffisamment proches, il est
clair que la ligne (3) ne touchera pas non plus 1'extrados : elle est
done interne.

Done si- &’b = %2—-34 est faible, on a bien

&) %4+ QL—U%&) A ML (3) 4 (A-4) Hmwp(g-e))

2 ) - La fonction ;—alhuig)est croissante

C'est le cas lorsque le premier pointdtangence & partir de la clé
se trouve & 1'extrados.

Sort done deux lignes 0%4} ¥44: Vi ) et (32,H¢ Ve ) internes et
tangentes a 1'extrados droit en El et E2 et 3 1'intrados droited! et
I2, ces points veérjfiant

- K E1 au-dessus de XI1, E1 avant It.

- K B2 au-dessus de KI2, E2 avant I12.

Supposons %2/7’3 L ¢ il en résulte HawHy.



FIGURE 2

Il est facile de voir que necessairement
Et est en-dessous de EZ2.
It est en-desscus de I2.

et que les lignes (1) et (2) se coupent en au moins deux points A
situés entre Kt.et Ef et aprés E2 et B situé entre EldI1{ et aprés I2.

" Les notations étant les mémes qu'au 1), sopt la ligne {z, h, v)
passant par K3 & la c¢lé. On a
' May = Mg+—>f4~$]CH1—”zJ(54~%@J
I1 en résulte que le centre de pression ¢ de la ligne (3) est en-
dessous de A sur le joint de A et de la méme manidre, que le centre de

pression D de 1la ligne (3) est ern-dessous de B sur le joint de B.

C etant en-degssous de A, nécessairement (3) coupe {!) entre K! et A1
en P.

D'une fagon générale, il est facile de montrer que _
M}, = A H/L + @—‘:\) Ho + ﬂt\ (A-4) C H - H.e) (éx-é-&j
Donc sar le joint de E1, on a
M5fgi:(/1w7q) He/ei+}f/f~(1/(ﬁh~—”,a)(§;—ég../
He /g, >0 et (Hi—Hej(3,-32)70

En outre.ﬂ.a/gi estdduj“l‘er ordre par rapHport a A H, DY, ﬁé alors que
MB/;_EI'{’LA/%IE:( est du 2&me ordre en A b’é’

Or,

On peut done trouver un intervalle suffissmment petit Aéitel qusz
O<Hz e ,donc tel que la ligne (3) se trouve entre les lignes {1) et
(2} sur le joint de El.

Si 1l'on considére un tel intervalle Aéi , la ligne (3) recoupe
donc la ligne (2) en Q entre A et I2.



Flagonsz nous sur le joint de B : ici aussi .n peut trouver un in-
tervalle 05_2/ suffisamment petit pour gque la ligne '3., gui passe en-
dessous de B reste & l'intérieur de la voiute. Brn oitre, il existe un
autre point 3'intersection R de (3) avec (2] entrc I2 et B.

Plagons nous sur le joint de It : on peut refaire le méms raison-
nement qu'en E!

My 1, = (A=&) M /7, 4 A[ A-8) DH 2y
Ma <0 ot LOH Oy >0

On peut trouver un intervalle £¥§5 suffisamment patit pour que la
ligne (3) soit au-dessus de I! et reste interne : dans ce cas, eille
coupe la ligne (1) entre B et Il en S.

ot

Si 1'on considére donc un intervalle A3 plus petit que les inter-
valles 155,,/ D3, Déj , on obtiendra donc une ligne (3} interne &
la volite et ayant dvec Tla ligne (1) la droite d'intersection PS et
avec la ligne (2) 1la droite d'intersection QR.

I1 est clair que si aé est suffisamment petit, la ligne (%)
sera interne 2 la volte, en particulier sur les arcs PQ et %s.

Done Humul 34+ (A-A30) A Hmu(3,), (4] Hall3e)

Tant que~(52 -31} est petit.
3.) - Conclusion

Kous avons montré gque, tant que l'on prend un intervalle &épetit,
Hmel (33 4+ (4-3)32) AHWL Gy + (- WS (ye)
51 ﬁé@st plus grand, on n'est pas a priori essuré que la ligne
combinaison sera interne.
On peut de méme montrer gue pour &!b petit
Hmax {3 3 +{ |—r'-\}'2534) > Y H My (-},1) +(|~—U H"M‘-‘x(é.a)
La combinaison de ces deux propriétésy, associe aux indgalités

Hmu\.. ('}lj \<_ Hma,%(%‘) ek Hmw{%&) S H‘mf&-;c(é-?_,)

assure que les deux proprietés sont veérifiées pour éiﬁ_quelconque.

Ab L4,
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